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PROLOGO DE LOS AUTORES 
A LA EDICION ESPAÑOLA 


El libro “Problemas sobre la teoria de funciones de varlable 
compleja” (TFVC) está destinado principalmente para los estudian- 
tes de la Facultades de Mecánica y Matemáticas y de Física y 
Matemáticas de las Universidades, de las secciones correspondlentes 
de los institutos pedagógicos y de los institutos politécnicos con 
un programa ampliado de matemáticas. Los “Problemas” contienen 
asi mismo ciclos que se salen de los marcos de los programas. Algu- 
nos de ellos pueden servir de base para los trabajos de curso y 
como material para las labores de los seminarios de la TFVC. 

Los autores estiman también que los “Problemas” pueden resul- 
tar útiles para personas que se especializan en la mecánica de 
medíos continuos (hidrodinámica, teoría de elasticidad) y en electro- 
tecnia, ya que contienen un número considerable de problemas 
o bien dedicados a la aplicación directa de la TFVC a estas ramas 
o bien relacionados con cuestiones que representan los fundamentos 
matemáticos de las mismas (transformaciones conformes, funciones 
armónicas, potenciales, integrales de tipo de Cauchy, etc.). 

Para mayor comodidad en el uso de los “Problemas”, en el 
índice, además de los títulos de los capítulos y parrágrafos, se 
señalan a veces los ciclos principales de problemas que éstos con- 
tienen (esto se refiere principalmente al material fundamental de 
estudio). 

Se supone que el que recurra a los “Problemas” está familia- 
rizado con los capitulos correspondientes de la TFVC. Si se emplea 
material adicional, se da la información necesaria y se hace refe- 
rencia a la bibliografía. Para los libros que se mencionan con mayor 
frecuencia se emplea la siguiente numeración: 

1—A. M. MapxyuiesHa, Teopua aHa/dHTHueckHX QPyHKuuh, 430. 2-e, 
T. 1, 1967, 1. 2, 1968, «Hayxa» (Markushévich A. I., Teoría de las 
funciones analíticas, vol. 1 y 11). 

2—M. A. Jlaspentees M b. B. Hla6ar, Meronsl TeopuH (pyHK- 
UHA KOMMJIEKCHOTO MEpemenHOro, 431. 2-e, DuamaTru3, 1965 (Lavrén- 
tiev M. A. y Shabat B. V., Métodos de la teoria de funciones de 
variable compleja). 


El primero de estos libros ha sido traducido recientemente al espa- 
fol por fa editorial “Mir” ** lo que sin duda facilitará a nuestros 
lectores el uso de los “Problemas”. 

Todas las sugerencias a la solución de los problemas se dan en 
el texto principal. Los problemas más difíciles, cuyos números 
están marcados con asterisco, están provistos de soluciones que se 
insertan en las respuestas. 

Al preparar los “Problemas” se han empleado textos, manuales 
y monografías, tanto rusos, como extranjeros, que estaban al alcance 
de los autores. 

Nos es sumamente grato que a la versión inglesa ya existente 
de nuestros “Problemas” se una ahora esta traducción al español, 
idioma ampllamente extendido. 

Aprovechamos esta ocasión para agradecer nuestro colega, C. Vega, 
por la labor atenta que ha realizado a) traducir nuestro libro, 


Los autores 


DD) Markushévick A. f., Teoría de las funciones analiticas, vol. 1 y 11, Edi- 
torial Mir, Moscú, 1970. 


CAPITULO 1 


NUMEROS COMPLEJOS Y FUNCIONES 
DE VARIABLE COMPLEJA 


En este capítulo, así como en todo este libro en general, siempre que no se 
diga lo contrario se emplean las notaciones: 2=x-+piy=rel?, w=u-+tu= pel 
(x, Y, 4, 0, 7, P, P y O son números reales, 7>0, p=0); Rez=x, Imz=y, 
Hed Alió: z=x—ig. Si no se hacen indicaciones adicionales, el valor 
principal del argumento arg 2 se define mediante las desigualdades —x < arg 2 «at; 
el plano complejo cuyos puntos representan los números complejos 2, se llamará 
z-plano; los términos “número complejo 2” y “punto 2” se emplean comúnmente 
como sinónimos. 


$ 1. NUMEROS COMPLEJOS 


NÚMEROS COMPLEJOS. REPRESENTACIÓN GEOMEÉTRICA 


1. Realice las operaciones indicadas: 
l i—i 2 y 7 
Dri 2D 30 0 (141V3)" 


2. Encuentre los módulos y los argumentos de los números 
complejos (a y b son números reales): 

1) 31; 2) —2; 3) 14+1, 4) —I—i; 5) 2451; 6) 2-51; 

7) —2451; 8) —2—0!f; 9) bi(b +0); 10) a+bi (a +0). 

3. Resuelva la ecuación 2=2"-1 (donde n+2 es un número 
natural). 

4, Halle todos los valores de las siguientes raices y constrúyalos: 


1/12 47 3) YT; 4) Y=8, 5) yl, 

6) VI—i 7) V3+4i 8) Y —2 42%, 9) VI FP3r. 

5. Demuestre que ambos valores de Y 2?—1 se encuentran sobre 
la recta que pasa por el origen de coordenadas y es paralela a la 


bisectriz del ángulo interior del triángulo con vértices en los pun- 
tos —l, l y z, trazada por el vértice z. 
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6. Sean m y n dos números enteros. Demuestre que (/2)” 
toma n/(n, m) diferentes valores, donde (n, m) es el máximo común 
divisor de los números m y n. Compruebe que los conjuntos de 
valores de (¡/2)" y de Y 2% coinciden, si, y sólo si, (n, m)=1, 
es decir, si n y m son primos entre sí. 

7. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de consi- 
deraciones geométricas: 

b)la+al<|21+121 2) ¡22.1 >]1221—1% 11 


Demuestre estas mismas desigualdades algebraicamente. Explique 
en cada caso cuándo tiene lugar el signo de igualdad. 

8. Demuestre las siguientes desigualdades partiendo de conside- 
raciones geométricas 


1) LE! <largzl: 2) |¡2—1]1<])|21—1|+]z/|argzl. 
9. Demuestre la identidad 
[2 +24*+|2 —2,1* =2 (( 2, 1* +22 1*) 


y explique su significado geométrico. 
10. Demuestre la identidad 


|1—2,2,* 2 —22 1* = (1 —| 2, 12) (1 —] 24 1?). 
11. Demuestre la desigualdad 
la+a1>3(031+140/12 +27 |. 


12. Sean z, y 2, dos números complejos arbitrarios y sean a, y a, 
dos números reales (a? +a3 +0). Demuestre las desigualdades 


lar+ lar 2431 < Me El <a pa elai+ al 


Sugerencia. Introduzca el ángulo auxiliar a de manera que-tga=a,/a,, 
represente la expresión estimada en la forma A+B sen 2a-4+C cos 20 y halle 
sus valores máximo y minimo, 


13. Demuestre las identidades 


1) (12) Y lar l+ an = A Al 
2) n Y) la —| as | = 2  |a—a,[. 
kai k=1 1<k<s<n 


14. Demuestre que: 

1) Si 2, +2,+2,=0 y plato l, los puntos 2,, Za Y 24 
son vértices de un triángulo equilátero inscrito en la circunferencia 
unidad. 
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2 Si 2,+2,+2+2,=0 y 12,1 =|2.1=]2)1= z4l, los puntos 
21, Zas 24 y 2, O bien son vértices de un rectángulo o bien coinci- 
den de dos en dos. 

15. Encuentre los vértices de un poligono regular de n lados, 
si su centro se encuentra en el punto 2=0 y uno de sus vértices 
z, es conocido. 

16. Sean 2, y z, dos vértices adyacentes de un poligono regular 
de n lados. Encuentre el vértice 2, adyacente a 2, (2, 2,). 

17. Dados tres vértices 2,, Za y 2, de un paralelogramo, halle 
su cuarto vértice 2, opuesto al vértice 2,. 

18. ¿Bajo qué condición tres puntos 2,, 2, y Z,, distintos dos a 
dos, estarán, sobre una misma recta? 

19. ¿Bajo qué condición cuatro puntos 2,, Za, 24 Y Za, distintos 
dos a dos, estarán sobre una misma circunferencia o sobre una 
misma recta? 

20*. Los puntos 2,, 2, ..., 2, se encuentran a un mismo lado 
de una recta que pasa por el origen de coordenadas. Demuestre que 
los puntos 1/2,, 1/Za, ..., 1/z, verifican la misma propiedad (indi- 
que respecto a qué recta) y que 


a+ta+...+23%0; Z+z+. + %0. 


21. Demuestre que, si 2, +21+...Z,=0, cualquier recta que 
pase por el orígen de coordenadas separa los puntos 2,, Z,, ... Za» 
siempre que estos puntos no se hallen sobre dicha recta. 

22. Demuestra que cualquier recta que pase por el centro de 
gravedad de un sistema de puntos materíaies 2,, Zy, ... 2, provistos 
de masas m,, M,, ... m, Separa estos puntos, siempre que no se 
hallen sobre dicha recta. 


Explique el significado geométrico de las relaciones indicadas 
en los problemas 23—-34. 

23. |2—2) <R; |2—2,| >R; |2—z,1=R. 

24. [2—2/(+/242/=5; 25. |2—2/|—/24+2|> 3. 

26. [z—2,|=|2—2,]. 27. 1) Rez>C; 2) Im2<C. 

28. 0< Re(i2)< i. 

29. a<argz<B; a<arg(2—2)<P—a<a<p<m. 

30. |z|=Rez+1. 31. Rez4+Imz< l. 


32. Im =0; Rez==0. 33. 122] >|l42*. 


34. 1) |z2|<argz, si 0O<argz< 21; 
2) |z <argz, si 0O<argz<2a. 


2 
z— 


En los problemas 35—38 se requiere determinar las familias de 
curvas en el z-plano definidas por las ecuaciones correspondientes. 


35. 1) ReL=C; 2) Im=C (—0o <C< 00). 
36. 1) Re2?*=C; 2) Im2*=C(—« <C< oo). 
37. [=3|=0. >0. 38, arg a (—1<a<m). 


39. 1) Una familia de curvas en el z-plano viene dada por la 
ecuación 
|zr—1|=4 (A > 0). 


¿Para qué valores de A las curvas de la familia constarán de una 
curva simple y para qué valores se descompondrán? 
2) Responda a las mismas preguntas en el caso de la familia 


[z"+az+b|=14 (A > 0). 


40. Halle las distancias máxima y mínima entre el origen de 
coordenadas y los puntos de la curva dada (a > 0): 


1) [2+ 5|=a; 2) [-+2|=a. 


41. La función arg 2 queda definida uniformemente en todo 
punto 20, sí tomamos |2|—2x <argz<]|z|. ¿Cuál es el lugar 

métrico de los puntos en los que se altera la continuidad de la 
unción arg z definida de esta forma? 

42, ¿Cuál es el lugar geométrico de los puntos en los que se 
altera la continuidad de la función arg z definida uniformemente 
para todo 2 + O mediante las desigualdades ln | | —21 < arg2 < In|z |? 

43. El valor inicial de Arg f (2) para z=2 se ha tomado igual a 0. 
El punto z realiza una Juella completa en el sentido opuesto al 
del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose sobre la 
circunferencia de centro en el origen de coordenadas y volviendo al 
punto 2=2. Aceptando que Argf (2) varía continuamente durante 
el movimiento del punto z, señale el valor de Argf(2) después de 
la vuelta indicada, si 


Do =V2—1; 2) Ho) 2—1; 3) H2)=V*—1; 


1) 10=V2F22=3, 5) 1)=Y E; 


PROYECCIÓN ESTEREOGRAFICA 


44. Deduzca las fórmulas de la proyección estereográfica que 
expresan las coordenadas (E, n. £) de un punto P de la esfera de 
diámetro 1, tangente en el orígen de coordenadas al 2-plano, en 
términos de las coordenadas (x, y) del punto correspondiente Zz. 
Exprese también x e y mediante E, y y E (se supone que los ejes 
E y y coinciden con los ejes x e y respectivamente). 


i4 


Observación. En el problema 44 la correspondencia se establece entre ios 
puntos del plano complejo y los de una esfera de radio i/2 tangente a este 
plano. También se emplea otra forma de correspondencla, cuando se toma una 
esfera de radio i y el z-plano se traza por su centro. Véase, por ejemplo, [i; 
cap. 1, $ 5, n* 2]. 


45. ¿Cuáles son sobre la esfera las imágenes de los puntos 
LL —L ¿y AU—IV > 
46. ¿Cuál es en el plano la imagen del paralelo de latitud 


p(—5 <pB< 3) ? ¿A qué corresponden los polos “sur” y “norte”? 


47. Halle en la esfera las imágenes: 

1) de los rayos arg z =«; 

2) de las circunferencias |2|=+". 

48. ¿Qué posición recíproca tienen en la esfera las imágenes de 
un par de puntos simétricos 

1) respecto al punto z=0; 

2) respecto al eje real; 

3) respecto a la circunferencia unidad? 

49. ¿Qué condición deben verificar los puntos 2, y z, para ser 
proyecciones estereográficas de dos puntos diametralmente opuestos 
de la esfera? 

50. ¿Qué transformación de la esfera convierte la imagen del 
punto z en la imagen del punto 1/2? 

51. Halle en la esfera las imágenes de los recintos definidos por 
las desigualdades: 

1) lmz >0; 2) Imz2<0; 3) Rez >0,; 

4) Rez2<0; 5) ]z]< 1; 6) |2] >1. 

52. ¿Qué corresponde en la esfera a la familia de rectas parale- 
las del plano? 

53. Demuestre que mediante la proyección estereográfica las 
circunferencias sobre la esfera se transforman en circunferencias 
o rectas del plano. ¿Cuáles son las circunferencias sobre la esfera 
que se transforman en rectas? 

54. Sea K una circunferencia del plano correspondiente a la 
circunferencia K* sobre la esfera, sea N el polo norte de la esfera 
y sea S el vértice del cono tangente a la esfera a lo largo de K' 
(se supone que K* no es un circulo mayor). Demuestre que el centro 
de la circunferencia K se encuentra sobre el rayo NS. Considere el 
caso en que K” es un círculo mayor. 

55. Demueste que en la proyección estereográfica los ángulos 
entre curvas sobre la esfera son iguales a los ángulos entre sus 
imágenes en el plano. 

56. Halle la longitud k(z, a) de la cuerda que une los puntos de 
la esfera correspondientes a los puntos z y a. Considere también el 
caso en que a es el punto infinito. 
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57. Dados dos puntos z, y 2, (uno de los cuales puede ser el 
infinito), halle el lugar geométrico de los puntos del z-plano al que 
corresponde en la Sea una circunferencia equidistante de las imá- 
genes de los puntos dados. 


$ 2. FUNCIONES TRASCENDENTES ELEMENTALES 


Por definición se toma 
exp 2=e* =e* (cos y + ¿sen y); 
Ly elo el3 —¿-13 sel 
2 e 2 i 2 osz sen 2 


17 _£ ot? 
ii CA A. CP 
2 2 ch 2 S 


cos 2== 


chz= 


58. Valiéndose de la definición de e*, demuestre que 
l) en. emetti; 2) entren, 
3) Si estw =e* para todo z, entonces 


o=2nki (k=0, +1, +2, ...). 


La relación exp Ip =el?+=cos p +ísen y (fórmula de Euler) permite emplear 
para la notación de un número complejo la forma exponencial z=rel? en lugar 
de la forma trigonométrica z=r (cos p+isen p). En lo sucesivo, por p entende. 
remos generalmente el valor principal del argumento, es decir, —a <P <A. 


.59. Represente en la forma exponencial los números 1, —1, i, 
—i, 144, 1—i —1+4+6 —1—i 

60. Halle e+1i/2; ent (R=0, +1, +2, ...). 

61. Halle los módulos y los valores principales de los argumen- 
tos de los números complejos e*+'; e2-%; g3+aí; ¿=-3=41; — gelv (a >0, 
(Sm celo <m; e —et (0<P <a <2n). 

62. Halle las sumas: 

1) 1+co0sx+cos2x+...-pcosnx; 

2) senx+sen2x+... +sen nx; 

3) cosx+c0os3x+... +cos (22—1) x; 

4) sen x+sen3x+... +sen (2n —1) x; 

6) senx—sen2x+... + (—1)”-! sen nx. 

63. Halle las sumas: 

l) cosa+cos(a+B)+... +e0s (a + 1nB); 

2) sen a +sen (a +4)... + sen (a 4-16). 

84. Partiendo de la definición de las funciones correspondientes, 
demuestre que: 


1) sen? 2 + cos! 2= 1; 2) senz=cos ($—z) A 
3) sen (2, + 24) = sen 2, COs Z, + cos 2, sen 2; 
4) cos (2, + 24) =C0s 2, COS Z, — Sen z, sen Z,; 


B) tg 22 = E ; 6) ch (z, +z,)=ch 2, ch z, +sh 2, sh z,. 


65. Demuestre que, si cos(2+w)=cos2 para todo z, entonces, 
o=2nk (k=0, +1, +2, ...) 

66. Demuestre que: 

1) seniz=ishz; 2) cosiz.=ch 2; 3) tgiz=ithz; 

4) ctg iz=— ¡cthz. 

67. Exprese en términos de funciones trigonométricas e hiperbó- 
licas de variable real las partes real e imaginaria, así como los 
módulos de las funciones siguientes: 

1) senz; 2) cos2; 3) tgz; 4) shz2; 5) ch z; 6) thz. 

68. Halle las partes real e imaginaria de los siguientes valores 
de funciones: 

l) cos(2+1); 2) sen2i; 3) tg (2— 1); 

4) ctg (q-im2); 5) cth(24+ 1); 6) th (tn 347) 

69. Halle para cada una de las funciones e*, cosz, senz, tg 2, 
ch z, cthz el conjunto de puntos z donde ellas toman: 

1) valores reales; 

2) valores imaginarios puros. 

70. Halle todos los valores de z para los cuales 

Por definición se toma Lnz=Inr=¿p+2xik (k=0, 41, 42, ...), Inz = 
=Inr+ip (— a < p <x) (In 2 se denomina valor principal de la magnitud Ln z). 

71. Calcule: 

1) Ln4, Ln(—1), In(—1); 2) Lni, In:; 

3) La: 4) Ln (2—31), Ln(—2+ 31). 

72. Halle el error en los razonamientos que conducen a la para- 
doja de J. Bernoulli: (— 2)?=2*; por esto, 2Ln(—2)=2Lnz y, 
por consiguiente, Ln(— 2)=Lnz2 (1). 

73. El valor inicial de Imf(2) para 2=2 se ha tomado igual 
a cero. El punto z realiza una vuelta completa en el sentido opuesto 
al del movimiento de las agujas del reloj, manteniéndose en la 
circunferencia de centro en el punto 2=06 y volviendo al punto 
z=2. Aceptando que f(z) varía continuamente durante el movi- 
miento del punto z, señale el valor de Imf(2) después de dicha 
vuelta, si: 


1) F(2)=2Ln2; 2) f(2)=Ln=; 
3) f (2) =Lnz—Ln(2+ 1); 4) f(2) =Lnz+Ln(2+1). 
E Por definición, cualesquiera que sean los números complejos a + 0 y «, se 
oma 
a7=exp (a Ln a) (1) 
o bien ar=e*L94 si continuamos comprendiendo exp z como e*??, 
1) De acuerdo con (1) e7=exp(z Lne) =exp (2 (1 +2ni£). Sin embargo. sl 


de no se dice io contrario, tomaremos 4¿=0, es decir, e? =expz, ai igual que 
antes, 
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74. Halle todos los valores de las potencias siguientes: 

DI; 2 (Y, 3) 2 4) 154 5) 6%, 

(GN age 8) (34495, 

75. Pruebe que en el caso de un exponente racional (« = mn) 
la defínición general de potencia 2* coincide con la definición co- 
rriente: 

(yz 
(véase asimismo el problema 6). 

76. ¿Coinciden los conjuntos de valores de a”, (a") y (a*)? 

Por definición, ¡a iguaidad w= Arccos z es equivalente aia Iguaidad 2 =c08 w. 
Análogamente se definen fas funciones Arcsen z, Arctg 2, Arcctg z y las funciones 
hiperbólicas [nversas Arch z, Arshz, Arthz, Arcthz. 

77. Demuestre las siguientes igualdades (se toman en conside- 
ración todos los valores de las raíces): 


1) Arccos2=—i¿Ln(2+ Wz2—T); 


2) Arcsenz=—i¿Lni(24+Y22—1); 
¿ i+z i i+iz, 
3) Arctg z =3 Ln; =3L T=R' 


il— 

4) Arcctg z =3 Loy; 5) Archz=Ln(24+ WM 221); 

6) Arshz=Ln(2+V2 +1); 7) Arthz=3 La : 

8) Arcthz=Lni+>. 

78. Demuestre que cualquiera que sea el valor de AÁrccos 2 se 
puede escoger el valor de Arcsenz de manera que la suma de estos 
valores sea igual a 11/2. Demuestre una proposición análoga para 
Arctgz y Arcctgz. 

Observación. Las igualdades Arcsen 2 + Arccos 2=51/2 y Arclg 2+ Arcctg 2 = 
=31/2 slempre se entlenden en ei sentido indicado en ei probiema anterior, 

79. Compruebe que todos los valores de Árccos z están contenidos 
en la fórmula 


Arccosz= + iLn(z+V 22—1), 


donde por Y 7%—1 se entiende uno de sus valores. 

80. 1) ¿Para qué valores de 2 todos los valores de las funciones 
Arccos z, Árcsenz y Arctgz son reales? 

2) ¿Para qué valores de z la función ArsMz toma valores ima- 
glnarios puros? 

81. Halle todos los valores de las siguientes funciones: 

1) Arcsen 1/2; 2) Arccos 1/2; 3) Arccos 2; 4) Arcsen i; 

5) Arctg (1 + 21); 6) Arch 2i; 7) Arth (1— 1). 


82. Halle todas las raíces de las siguientes ecuaciones: 
l) senz4-cos2=2; 2) senz—cos2=3; 

3) senz—cosz2=1; 4) chz—shz= l; 

5) shz—ch2=2i, 6) 2chz+shz=i. 

83. Halle todas las raíces de las siguientes ecuaciones: 
1) cosz=ch2; 2) senz=ish 2; 3) cosz=ish 22. 


$ 3. SUCESIONES Y SERIES NUMERICAS 


84. Demuestre que, si la serie D)c, converge y |argc,| <a< 3. 
n=l 
la serie converge absolutamente. 


85. Sean convergentes las series D) c, y Ya Demuestre que 
n=1 n= 
siendo Rec, >0, también converge la serie Y) |c,|?. 
an=1 


86. La serie Y c, posee la propiedad de que las cuatro partes 
nel 


suyas, compuestas por los términos pertenecientes a un mismo 
cuadrante cerrado del plano, convergen. Demuestre que la serie 
dada converge absolutamente. 

87. Demuestre la fórmula (transformación de Abel) 


n—1 


n 
> ap 2 S; (Di —bx+1) —S o 10 ES pb, 


k=m 
donde lE<m< Mn, Si=4,+4,+... +41 (R> 1), S,=0. 
88. Demuestre que para la convergencia de la serie ase 
donde b, > 0, es suficiente que sean acotadas las sumas parétales 
de la serie Y a, y que la sucesión de números (b,) tienda monó- 


tonamente hacia el cero (criterio de Dirichlet). 


Sugerencia. Recurra a la transformación de Abel. 


89. Demuestre que para la convergencia de la serie 22 ar 
donde b, son números reales, es suficiente que converja la serie 
Ea y que la sucesión (b,) sea monótona y acotada (criterio de 
Abel). 
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90, Demuestre que para la convergencia de la serie 2) a,b, 
n=1 
es suficiente que se verifiquen las guientes condiciones: 
1) límY n b,=0; 2) la serie 3 Vin |b,—b,..,| converja: 


Are 


3) la sucesión e , donde S,=Y Gx, sea acotada. 


, Sea Tim V le, T =q. Demuestre que la serie Sy C, converge 
ta si q<l, y diverge, si q > 1. 
92. Tomando como ejemplo Jas series 


Itata +o+- (1<a<p) 


arpa Bi... (0<a<B<I, 


a 
compruebe que la serie > Cc, puede ser convergente aun cuando 
nu 


vta > 


93. Dent que, si lím [ae 
n-w Ca 


=1, para la convergencia abso- 


luta de la serie »> Cc, es suficiente que sea 


Una 


94. Demuestre el criterio de Gauss: si 


Ca+1 


—1)<—1 (criterio de Raabe). 
qa j=i+ zo (2), 


donde a no depende de n y a<— II, la serie Len converge abso- 


lutamente. 
Analice la convergencia de las series Lan en los problemas 
95—104. ll 


Rn al e 

95. Ca= aja" 96. €n a aya * 97, €, =e1. 98. En => 
9. = 2. 100. c,=%7, 101, c,= Lew, 

102, c =20+D-- Cr DBBFD... Btr—D (cerie hiper- 


ayiy+0... (yern—1) 
geométrica), Re(a +PB-—y) < 0. 


costa n sen in 
103. ==. 104. c ==. 


105, Halle los puntos de acumulación de los conjuntos: 


D)z=1+(-1y Cea (a=1, 2, ...); 


2 2 (mm, n son números enteros arbitrarios); 


3) ¿=44 12 (m, n, p y q son números enteros arbitrarios): 


4) |2]< 1. 

106. Demuestre que de una sucesión (z,) acotada de puntos se 
puede extraer una subsucesión convergente. 

107, Demuestre las siguientes proposiciones" 

1) La convergencia de la sucesión (z,=x, + ¿y,) equivale a la 
convergencia sumultánea de las sucesiones (x,) e (y). 

2) Para que exista el límite lim z, +0 es necesario y suficiente 


nh» a 


que existan los limites lim|z,|+0 y (definiendo convenientemente 
n-w0 
argz,) lim argz,. Si el lim z, no es un número negativo, se puede 
hera 


aceptar, por ejemplo, que —x1 < argz, <A. 
¿En que casos la convergencia de la sucesión (z,) equivale a la 
convergencia de la sucesión (|z, |) solamente? 
108. Basándose en los resultados del problema 107 demuestre 
que: 
A . 
E Ba (4h) me (cos y + ¿ sen y); 


2) lim [2 (Y 2—1)]=Inr+ip+2nik (R=0, 1, 2, ...). 


$ 4. FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 
FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE REAL 
En los problemas 95—115 se requiere determinar las curvas 
definidas por las ecuaciones dadas. 
109, 2=1— if; 0<1<2. 110, 2=1 + 4, —0<t<o0. 
M1. 2=P-4pi% —c<Xf<oo, 


112, z=a(cost + isenf); Fst< E; a>0. 
113. 2==14+); —00 <1<0, 


1144, D 2=1 ¡VIE —1S!iS<k 2 2=-—t¡YiRA; 
(se toma el valor aritmético de la raíz). 

115, l) 2=a(t+i—ie""); —o<t<oo, a > 0; 

2) 2=ia+at—ibet, 0<1<2r, a>0,b>0. 
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FUNCIONES DE VARIABLE COMPLEJA 


116. Dada la transtormación w= 2* se requiere: 

1) hallar las imágenes de las curvas x=C, y=C, x=Y, |z|=R 
y argz=a y explicar cuáles de estas curvas se transforman biuni- 
vocamente; 


2) hallar las preimágenes (en el z-plano) de las curvas u=C y 
v=C (w=u-+ io). 

117. Dada la transformación w= l/z, halle: 
- ¡2 .. Imágenes de las curvas x=C, y=C, |z|=R, argz=« 
y [2-—1|=1: 

2) las preimágenes de las curvas 4=C y v=C. 

118. Para las transformaciones w=2+-2y w=2= halle las 
imágenes de las circunferencias |z|=R. 


119. Para la transformación w=24+- halle en el z-plano la 
preimagen de la red rectangular (u =C, v=C) del plano w. 

120. ¿En qué se transforma la circunferencia |z[=1 mediante 
la transformación w= 2 /(1—2)*? 

121. Para la transformación w= e* halle: 

1) las imágenes de las curvas x=C, y=C y x=y; 

2) las preímágenes de la curva p=8 (0<8< os). 

122. Halle en qué transforman la red rectangular (x=C, y =C) 
del plano z las funciones: 

l) w=22+2; 2) w=cthz; 3) w=:e*. 

123. ¿En qué transforma la función w=e*+2 los segmentos de 
las rectas x=C y las rectas y =C pertenecientes a la franja 0 <y<m? 

124. ¿Qué corresponde en el z-plano a la red polar |w|=R, 
arg w=oa en las transformaciones: 1) w=el/z, 2) w=e*"? 


CONTINUIDAD 


125. Una función f (2), definida en una vecindad de un punto 
2 se llama continua según Heine en el punto z,, si para cualquier 
sucesión (z,), convergente hacia z,, se verifica la condición lim f (z,,)= 
=f (zp), esta misma función se llama continua según Cauchy, si para 
cualquier 8 >0 existe un $(8) >0, tal que de la desigualdad 
f[z—z,[<6 se desprende que [f(z)—f(z,)[ < e. Demuestre la equi- 
valencia de ambas definiciones (véase, por ejemplo, [!, capítulo 1, 


$ 3, n 6)). 
126. Las funciones 32, a y a están definidas para 


20. ¿Cuáles pueden ser definidas en el punto 2=0 de manera 
que sean continuas en este punto? 
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127. ¿Serán continuas las funciones 1) 1/(1—2), 2) 1/(14-2*) en 
el interior del círculo unidad (|z|< 1)? ¿Serán uniformemente con- 
tinuas? 

128. 1) Demuestre que la función e-!/1=1 es uniformemente con- 
tinua en el círculo |z|< R excluido el punto z=0. 

2) ¿Será uniformemente continua en este mismo recinto la fun- 
ción e- 1/22? 

3) ¿Será uniformemente continua la función e-'** en el sector 
0<]z|<R, largz]|< 1/6? 

129. La función w=e-!/2 está definida en todo punto excepto 
el punto z=0. Demuestre que: 

1) esta función es acotada pero no continua en el semicírculo 
0<f21<1, largz|< 1/2; 

2) en el interior de este semicírculo la función es contínua pero 
no uniformemente; 

3) la función es uniformemente continua en el sector 0<|2|<1, 
[argz| <a < n/2. 

130. La función f(z) es uniformemente continua en el circulo 
[z| < 1. Demuestre que existe el límite límf(z,) para todo punto 5 


de la circunferencia |z|=1 y cualquier sucesión z,—É, |z,|< l. 
Demuestre también que este límite no depende de la selección de la 
sucesión fz,) y que, sí la función se define en la frontera del circulo 
por medio del paso al límite, resultará continua en todo el círculo 


cerrado [2 |< 1. 


$8 5. FUNCIONES ANALIiTICAS Y ARMONICAS 


CONDICIONES DE CAUCHY-RIEMANN 


131. Compruebe que las condiciones de Cauchy-Riemann se ve- 
rifican para las funciones 2”, e*, cosz y Lnz y demuestre que 


(27Y =n2"71, (e*) =e*, (cosz)' = —sen 2, (Lnzy =-2+. 


132. Halle los valores que deben tomar las constantes a, b yc 
para que la función f(z) sea analítica: 

1) F(2) =x+ay +i (bx + cy); 

2) [ (2) =c0s x (ch y + ash y) + i sen x (ch y +6b sh y). 

133. Halle los recintos donde la función 


Heo=|1—y 1+21] xy 1 


es analítica. 

134. f (2) =4 + iv =pe'* es una función analitica. Demuestre que, 
si una de las funciones 4, v, p o 6 es igual idénticamente a una 
constante, la función f (2) es constante. 
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135. Sea z2=reí? y sea f(2)=u(r, p) +iv(r, q). Escriba las 
ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares. 
136. Demuestre que, si f(2)=u-+iv es una función analítica y 
s y n son vectores ortogonales, tales, que la rotación del vector s 
hacia el vector 1 en ángulo recto se realiza en el sentido opuesto 
al del movimiento de las agujas del reloj, resulta, 
du dv du _ du 
os "an Y on Os 
eS y EA son derivadas de funciones de dos variables reales res- 
pecto a la dirección correspondiente). 


137. Demuestre que la función f(2)=Z no es diferenciable en 
ningún punto. 

138. Demuestre que la función w= 2 Rez es diferenciable sólo 
en el punto 2=0; halle w' (0). 

139. Demuestre que en el punto z=0 la función f(2)= VI xgl 
verifica las condiciones de Cauchy-Riemann pero no tiene derivada. 

140. Demuestre las siguientes proposiciones: 

1) Sí para la función w=f(2) existe en el punto z el límite 

A Aw 
lim, [Re-32]. 


las derivadas parciales u, y v, existen y coinciden. 
. . z : Aw A . 
2) Si existe el límite aim, [tm]. las derivadas parciales u, 


y U, existen y 4,= —Ug- 

3) Si se supone de antemano que las funciones u y v son dife- 
renciables, la existencia de cualquiera de los límites de los puntos 
1) 6 2) implica la existencia del otro y, por consiguiente, la dife- 
renciabilidad de la función f (2). 

141. La función w=f(2) verifica en el punto z las siguientes 
condiciones: 1) las funciones u y v son diferenciables; 2) el limite 
¿vim 7] existe. Demuestre que o bien fíz) o bien f(z) es dife- 
z2 > 00 
renciable en el punto 2. 

142. La función w=f(z) verifica en el punto z las siguientes 
condiciones: 1) las funciones u y v son diferenciables; 2) existe el 
límite lim arg == . Demuestre que f(z) es diferenciable en el punto 2. 

82 

143. Sea w=f (2) =4 +10 y sean u (x, y) y v(x, y) diferenciables 

en el punto z. Demuestre que para Az—>0 el conjunto de todos 


los posibles valores límites de la razón ZE es o bien un punto o 
bien una circunferencia. 
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DERIVADAS FORMALES SEGÚN CAUCH Y 

Si en la relación 
2 +2 E ES 
A )-0e 2) 


2 y 2 se consideran como veriables a. las derivadas respecto a estas 
variabies serán iguaies a 


A A E 
E 2 1 ox Y?” dz 2 10x oy )' 
En lo sucesivo aceptamos ia siguiente denotación: 


2 CN 
vz wo. dz w. 


w=w(2)=f(x. a 


etc. 
144. Demuestre las siguientes relaciones: 
2) de=w,dz+wdz: 2) w,=2 ((u, +0, +£(—u, +00); 


3) 5 = + [(u,¿—0,) +H(u, +0]. 

145. Demuestre que las ecuaciones de Cauchy — Riemann son equi- 
valentes a la ecuación wz=0. 

146. Demuestre que la ecuación de Laplace Au=0 puede ser 


3, 
escrita en la forma E =0. 


147. Demuestre que du =dw, w,=wz y w,=1w, (la raya grande 
significa que al valor conjugado se pasa después de la diferencia- 
ción). 

148. Demuestre que para la función z(w), inversa respecto a 
w (2), se tiene 


ES == - 
A A 


149. Demuestre que el jacobiano de la transformación w (2) es 
igual a 


O(u, v)_ =|w 
dx, y 


150. Demuestre las siguientes igualdades: 


Jupa= "10, >. 


b L0+ 27, donde a: = arg dz; 
2) máx |< 2 |=10, (+01; 
3) min [52 |=I1w,]—lwlL 
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151. Demuestre que, siendo a«=argdz y a =argdw, se tiene: 


de Hz _ | dz pt 1 Ñ 
1) da — (u, cos a+ uy sen a)34 (0, cos a + uy sen a)? dw Few” 
dw 
máx | => 
2, del . dal i | 
2) máx da =P Mín ¿=> + donde p= E 
mín | 
dz 
[w, 14-1w.1 


Te 1-121" 


FUNCIONES ARMÓNICAS 
Una función u (x, y) que posee en un recinto derivadas parciaies continuas 
hasta el segundo orden inclusive y gue verifica la ecuación de Laplace 
du, du 
iu 

se llama función armónica. Dos funciones armónicas 4(x, y) y v(x, y), ligadas 
por las ecuaciones de Cauchy — Riemann 

dudo du do 

Ox Oy” dy  0xX” 
se llaman conjugadas. 


152. Demuestre las siguientes proposiciones: 
n 

1) Una combinación lineal de funciones armónicas D) c/u; (x, y) 
i=1 


es una función armónica. 

2) Si los argumentos de una función armónica u(x, y) se some- 
ten a la transformación de inversión x=E/(E*+n) e y=v9/(E*+0"), 
la función transformada será armónica. 

3) Sí los argumentos de una función armónica u(x, y) se some- 
ten a la transformación x= (E, n) e y=wv(E, n), donde y y y son 
funciones armónicas conjugadas, la función transformada será armó- 
nica. (De aquí se desprende, en particular, la proposición anterior). 

4) Sean u(x, y) y v(x, y) dos funciones armónicas conjugadas 
y sea el jacobiano TE EA A) diferente de cero en un recinto. Entonces 
las funciones inversas x(u, uv) e y(u, uv) también serán armónicas y 
con jugadas. 

153. Demuestre que para toda función u(x, y), armónica en un 
recinto simplemente conexo G, existe una familia de funciones armó- 
nicas conjugadas que se diferencian una de otra en una constante adítiva 


(x, y) 
vmy= | — ¿d+ dy + C. 
(a. Ys) 


2) Demuestre que, si el recinto G es múltiplemente conexo y está 
limitado por el contorno exterior P, y por los contornons interio- 


2 


res T,,T,,..., T, (fig. 1) (cada uno de los cuales puede degenerar 
en un punto), la función v(x, y) puede resultar multiforme y la fór- 
mula general para sus valores será 


(x. y) a 
lo] 
v(x, LG Ñ ag de a d+ Lamar + €. 
Lo Yo : ss 


La integral se toma a lo largo de un camino perteneciente a 
G, m, son números enteros y 


donde y, son contornos cerrados simples, cada uno de los cuales 
contiene en su interior una parte conexa 
de la frontera (T,) (los números 31, se 
llaman periodos de la integral o constan- 
tes cíclicas). 

Para que la función u(x, y) seta uni- 
forme es necesario y suficiente que todos 
los números 11, sean iguales a cero. 

Observación. El contorno Ty puede no existir 
siempre que la función u (x, y) sea armónica en 
el punto infinito. Esto significa, por definición, FIG. i 
que la función U (E, n), obtenida de la función 
u(x, y) mediante la transformación de inversión (véase el problema 152, 2). 
es armónica en el origen de conrdenadas. Se puede demostrar que en este caso 
An 


Y 14 =0. 


k=l 


154. Suponiendo conocido el hecho de que toda la función ana- 
lítica es infinitamenle diferenciable, demuestre los siguientes teo- 
remas: 

1) Las partes real e imaginaria de una función analitica f (2) = 
=u-+- iu son funciones armónicas conjugadas. 

2) Las derivadas (de cualquier orden) de una función armónica 
son también funciones armónicas. 

155. 1) ¿Será armónica la función u?, siendo armónica la fun- 
ción u? 

2) Sea u una función armónica. ¿Para qué funciones f la fun- 
ción f(u) también será armónica? 

156. ¿Serán armónicas las funciones |f(2)|, arg f(z), y In |f (2), 
siendo f (2) una función analítica? 

3 2 

157, Transforme el operador de Laplace Au = atar a las co- 
ordenadas polares (r, p) y halle la solución de la ecuación de La- 
place Au =0 dependiente sólo de r. 

158. Calcule para n=1, 2, 3, 4 los polincmios armónicos p, (x, y) 
y Gn(x, y) definidos por la igualdad 2” = p, +q,. Encuentre la forma 
general de p, y q, en el sistema polar de coordenadas. 
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Valiéndose de las iórmulas del problema 153, halie en ios pro- 
blemas 159—163 las funciones conjugadas a las funciones armónicas 
dadas en los recintos señatados, 

159. u(x, y =x*—y+x, 0<]|2]|< oo. 


160. 4 (x, D= ap» 0<]z|<oo. 


161. u(x, y) =>3 In(44y) a) en el recinto que se obtiene 
excluyendo del plano el semieje y=0, — 0% <x=<0; b) en el plano 
con el orígen de coordenadas excluido (0<|2]< 00). 

162. u(x, y)=>3 (Ine +92) —In [(«— 1) +9*)) a) en el plano 
con los puntos z=0 y z=1 excluidos; b) en el plano con el 


segmento del eje real y=0, 0 <x=<l excluido; c) en el plano 
con el rayo y=0, 1<x< oo excluido. 


163. u(x,y)=2 Earn (0x1) +44] a) en el plano con 
=1 


fos puntos 24, Zy, ---» Zn(24=Xa + ig 2,2,) excluidos; b) en el 
plano del cual se ha excluido la quebrada simple (es decír, que no 
se interseca consigo misma) que une dos puntos dados. 

164, ¿Exíste una función analítica f(2) =u4+iu, tal, que 


2_y3 
O 
Halle en los problemas 165—-168 la función analítica f (2) =u-+ tu 
a partir de su parte real o imaginaria dada. 

=xi— A 
165. y =x*—y*+5x+y Pp" 
166. u -=e* (xcos y — y sen y) + 2 sen x sh y + x* —3xp? + y. 

se pS 
167. 0=3 +93 7 - 


168. v= in (x* + y?) + x—2y. 

Analice en los problemas 169—176 la existencia de funciones 
armónicas (diferentes de una constante) del tipo indicado y, si exis- 
ten, calcúlelas. 


169. u=q (x). 170. u=q(ax+06y) (a y b son números reales), 
171. u=9(2). 172. u=9 (9). 173. u=p(*+y?). 


174. uo (HL). 175. u=p(x+ VA TFp. 


x 


176. u=0 (x* + y). 

En los problemas 177—180 demuestre la existencia y encuentre 
la función analítica f(z) a partir de su módulo o su argumento 
dado. 

177. p=(*+g)e. 178. p=e""=ose, 
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179. 9=xy. 180. 9=q+rsene 

181. Demuestre la siguiente proposición: para que una familia 
de curvas q (x, y) =C, donde q es una función dos veces continua- 
mente diferenciable, sea una familia de líneas equipotenciales de 
una junción armónica es necesario y suficiente que la razón Ap/(grad p)* 
dependa sólo de q. 

Sugerencia. Demuestre previamente que la función armónica requerida es de 
la forma u=f [q (x, y)). 


En los problemas 182—186 halle las funciones analíticas, tales, 
que o bien sus partes reales, o bien sus partes imaginarias, o bien 
sus módulos, o bien sus argumentos se mantienen constantes a lo 
largo de cualquier curva de la familia correspondiente. 

182. x=C. 183. y=C. 184. y=Cx, 

185. x24 y2=C. 186. xi4+y2=Cx. 


SIONIFICADO OEOMÉTRICO DEL MÓDULO 
Y DEL ARGUMENTO DE LA DERIVADA 
187. La transiormación se realiza mediante las funciones w=2* 
y w=2", Halle el ángulo de rotación (0) de una dirección con origen 
en el punto z, y el coeficiente de dilatación (k) en los siguientes 
puntos: 


Da=l: 2 2=—$; 3) 2=1+k 4) 2, =—34+44. 


188. ¿Qué parte del plano se contrae y qué parte se dilata, sí 
la transiormación se realiza mediante la función: 


1) w=29 2) w=2*4+22? 3) w=>?4)w=e" 5)w=In(2—1) 
z ( 


189. El recinto G se transtorma conforme y biunivocamente 1:e- 
diante la tunción f(z) en el recinto G'. Halle las fórmulas que per- 
miten calcuíar el área S del recinto G” y la longitud L del arco en 
el que se transtorma un arco l perteneciente al recinto G, 

190. Halle la longitud £L de la espiral en la que transforma el 
segmento y=x,0<x<2 la función e*. 

191. Halle el área del recinto en el que transforma el rectángulo 
1<x<2, 0<y<4 la junción ez. 

192. Halle el recinto D en el que transforma el rectángulo 
I<x<2, 0<y<8 la función e*. Calcule el área del recinto D 
utilizando la formula obtenida en el problema 189 y explique por 
qué esta jórmula no ofrece el resultado correcto, 


CAPITULO II 


TRANSFORMACIONES 
CONFORMES RELACIONADAS 
CON FUNCIONES ELEMENTALES 


$ 1. FUNCIONES LINEALES 
FUNCIONES LINEALES ENTERAS 


193. Halle la función lineal entera que transforma el triángulo, 
cuyos vértices se encuentran en los puntos 0, 1 e ¿, en un triángulo 
semejante con vértices en 0, 2 y 1+1. 

194. Halle la transformación lineal entera con el punto inmóvil 
1+2í que transforma el punto ¿ en el punto —i. 

195. Halle para las transtormaciones dadas el punto inmóvil 
finito z, (sí es que existe), el ángulo de rotación $ alrededor del 
mismo y el coeficiente de dilatación k. Reduzca estas transiormacio- 
nes a la forma canónica w—2,=4A(z2—2p). 

l) w= 22 4+ 1—31; 2) w=iz44; 3) w=2-+1—2i; 

4) w—w, =0 (2—2,) (40) 5) w=az4-b(a 0). 

196. Halle la forma general de la transformación lineal entera 
que transiorma: 

1) el semiplano superior en sí mismo; 

2) el semiplano superior en el semiplano inierior; 

3) el sen:iplano superior en el semiplano de la derecha; 

4) el semiplano ce la derecha en sí mismo. 

Compruebe que en todos los casos la transiormación queda deli- 
nida uníivccamente al indicarse un par de puntos interiores o dos 
pares de puntos frontera correspondientes. 

197. Halle la forma general de la transformación líneal entera 
que transforma: 

l) la tranja 0<x<l1 en sí misma, 

2) la franja —2<y<l en sí misma; 

3) la franja limitada por las rectas y=x e y =x—1 en sí misma. 

Estudie qué pares de puntos corresponderán uno a otro en estas 
transformaciones y en qué caso esta correspondencia determinará 
univocamente la transiormación. 
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198. Halle la función lineal entera w(2) que transforma la franja 
comprendida entre las rectas dadas en la franja 0O<u<1 y que 
verifica la condición de normalización dada: 

l) x=a, x=a+h; w(a)=0; 

2) x=, x=0+h; w(2+7)=3+i Imw (a +3+:) <1 

3) y=kx, y=kx4b; w(0)=0; 

4) y=kx+0b,, y=*kx+4b,; w(b,)=0. 

199. Halle la función lineal entera que tramsforma el círculo 
[21 < | en el círculo |[w—w,| <R de manera que los centros de 
Os círculos correspondan uno al otro y el diámetro horizontal se 
transforme en el diámetro que forma con la dirección del eje real 
el ángulo a, 


FUNCIONES HOMOORÁFICAS 


200. Dada la función w=-) halle las imágenes de las siguientes 


curvas; 
1) la familia de circunferencias x*+y?!=ax; 
2) la familia de circunferencias x?4 y*= by; 
3) el haz de rectas paralelas y=x-+b; 
4) el haz de rectas y= kx; 
5) el haz de rectas que pasan por un punto dado 2,=* 0; 
6) la parábola y= 


H la red rectangular x=C e y=C; 

2) la red polar |2—2,|=R y arg(2—2,)=a. 

202. Dada la función == A 

1) Demuestre que la preimagen de la familia [w|=1(0<1A< 00) 
es una familia de circunferencias (las circunferencias de Apolonio). 
Para un valor de 4 dado halle el radio y la posición en el 2-plano 
del centro de la circunferencia correspondiente, 

2) Halle las preimágenes de los rayos argw= 0. 

3) Construya la red del z-plano que corresponde a la red polar 
del w-plano. 

4) Halle el recinto del z-plano que corresponde al semicírculo 
Jw|< 1, Imw>0. 

En los problemas 203—207 explique en qué se transforman los 
recintos indicados mediante las funciones dadas. 


203. El cuadrante x>0, y>0; w=23: 
22—i 


204. El semicírculo |z|< 1, Imz>0; W=23 7: 


2 
z—1" 


205. El ángulo 0<p<F ; w= 
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z—Í. _z—I 
mi 2) w= 


206. La franja 0<x<l; 1) w= 2-2" 


207. El anillo 1<[2[<2; w=- 


z—1' 
208. Transforme en la franja vertical 0 < Rew< 1 
l) el semiplano Re z > 0 con el cfreulo [|< excluido; 
2) la lúnula comprendida entre las circunferencias 


d d d d. 
4 )=3 1:74 4,<4): 


3) el exterior de los circulos [24H |=3- y]2—G]-=3 de ma- 
nera que w (d,) =0. 

209. Halle las funciones homográficas que transforman los puntos 
—l, ¿y 1+i en los puntos: 

1) 0, 2i y 1—i¿; 2) í, oo, y 1 respectivamente. 

210. Halle las funciones homográficas que transforman los puntos 
—1, o e ¿en los puntos 

D)iidiyi4+% 2) 00, í y 1; 3) 0, oo y 1 respectivamente. 

211. Halle las funciones homográficas a partir de las siguientes 
condiciones: 

1 los puntos l e í son inmóviles y el punto O se transforma 
en el punto — 1; 

2) los puntos 5 y 2 son inmóviles y el punto 342150 trans- 
forrra en el oo; 

3) el punto ¿ es un punto inmóvil doble y el punto 1 se trans- 
forma en el oo, 

212. Halle la función homográfica que transforma los puntos 
—1,0 y len los puntos 1, ¿ y —1 respectivamente y explique 
qué corresponde al semiplano superior en esta transformación. 

213. Halie la forma general de la transformación homográfica 
que tránsforma: 

1) el semiplano superior en sí mismo; 

2) el semiplano superior en el serrmipiano inferior; 

3) el semiplano superior en el semiplano de la derecha. 

214. Halle la transformación del semiplano superior en sí misnio 
con la siguiente condición de normalización: 

1) w(0)=1, w(1)=2, w(2)=00; 2) w(0)=1, w(i)=21. 

Observación. Acerca de la transformación del semiplano supeslor en sí mismo 
con otra condición de normalización véase el problema 228. 


215. Halle la función w(z) que transforma el círculo 12j< R 
en el semiplano de la derecha Rew >0 de modo que w(R)=0, 
w(—R)=00 y w(0)=1. ¿Cuál será en esta transformación ia imagen 
del semicírculo superior? 
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Dos puntos E y Py se llaman simétricos respecto a una clrcunferencia K 
de centro O y radio R, sl se encuentran sobre un mismo rayo que nace en O y 


OP,-OP,=R!, 

216. Halle los puntos simétricos al punto 2+i respecto a las 
circunferencias: 1) [2|=1k 2) [z—i|=3. 

217. Halle la Imagen simétrica respecto a la circunferencia uni- 
dad de las curvas siguientes: 

1 

1) [2l=3; 2 |2-1[=1; 3) y=2; 

4) [22] =]20] (2 =x. +40): 

5) [2—2 |=V [2 P=1 (201 > h; 

6) la hipérbola x*— y = |; 

7) la frontera del triángulo rectilíneo con vértices 2,, 2, y 2, 
(2,40). 

218. Demuestre que para la simetría de los puntos P, y P, 
respecto a la circunferencia K es necesario y suficiente que se verl- 
fique una de las dos condiciones siguientes: 

1) toda circunferencia K, que pasa por los puntos P, y P, sea 
ortogonal a K; 


2) mp2 = const para todo punto M de la circunferencia K (es 


E K es una circunferencia de Apolonio respecto a los puntos 
1 y Py). 


219. La función w=e* ¿É (B=a+ ib, b>0) transforma el 


E 
semiplano superior en el dira unidad: 

1) halle arg w(x) =0 (x): 

2) halle w (B); 

3) explique qué parte del semiplano superior se contrae y qué 
parte se dilata. 

220. Transforme el semiplano superior Imz>>0 en el círculo 
unidad [w|< 1 de manera que: 


1) w(i)=0, argw' ()=-—2; 2) w(2)=0,  argw'(2i) =0; 


3) w(a-+bi)=0, argu' (a+ bi) =8 (b > 0). 

221. Transforme el semiplano superior Imz>0 en el círculo 
[w—w,| <R de manera que el punto i corresponda al centro del 
círculo y la derivada en este punto sea positiva. 

222. Transforme el círculo es 2 en el semiplano Rew > 0 de 
manera que w(0)=1 y argw' (0) = 1/2. 

223. Transforme el círculo |z—4¡|< 2 en el semiplano v> u de 
manera que al centro del círculo corresponda el punto —4 y al 
punto 2í de la circunferencia, el origen de coordenadas. 


Y 
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224. Halle la iorma general de la función homográfica w(z) que 
transforma el circulo |[z| < 1 en el semiplano de la derecha Rew > 0 
de manera que w(2,)=0 y w(2,) = 00, donde z, y 2, son dos puntos 
dados de la circunferencia |2|=l, tales, que argz, < arg2,. 

Construya la familia de curvas del circulo | 2] < 1, correspondiente 
a la red polar del semiplano Rew > 0. 

Sugerencia. Recurra a ia forma general de ia tratistormación homográlica 
elo—z, 


para tres pares de puntos correspondientes y halle arg s 
I—2 


225. Halle el centro w, y el radio R de la circunferencia em la 

que se transforma el eje real mediante la función ==> 
Lig 

(Imz, 720). 

226. Halle la función que transiorma el semiplano superior en 
sí mismo de manera que w(a) =b y arg w' (a)=a (im a > 0, Imb > 0). 

Sugerencia, Transtorme prevíamente, con la correspondiente condición d€ 
normalización, ambos ejemplares dei semipjano en el circulo_unidad. 

227. Transforme el semiplano superior en el inferior de manera 
que w(a)=a y argw' (a) = —< (Im a > 0). 

228. Dada la función w=e+ == (| a] < 1) que transforma el 
círcuio unidad en sí mismo: 

1) halle argw (els) =0 (q); 

2) halle w' (0) y w (a); 

3) explique qué parte del círculo unidad se contrae y qué parte 
se dilata; d 

pl d 
4) halle máx 15 y mín ES para |2|<1l. 


229. Transtorme el circulo |z|< 1 en el círculo |w)< 1 de ma- 
nera que: 

IN (A ] 1 A n 

1) w (+) =(), argw (+) =0;, 2 w (7) =0, argw (3) =>57: 

3) w(0)=0, argw" (0) =— 5; 4) w(a)=a, argw'(a)=a. 

230. Transforme el círculo yal <R, en el NUI ol < R, de 
manera que w(a) =b y argw' (a)=a (Ja] <R,, |b] < Ry). 

231. Transforme el círculo |z| < 1 en el círculo |w—1|< 1 de 
manera que w(0)=1/2 y w(1)=0. 

232. Transforme el círculo |z—2|< 1 en el círculo |w—2|< 2 
de manera que w(2)=i y argw' (2) =0. 

233. Halle la forma general de la función homográfica w(z) que 
transforma el círculo |2| <.R en sí mismo y verifica las condiciones 
siguientes: 

l) w(a)=0 (Ja]< R); 2) w(a)=b (a| <R, |b] < Ry; 

3) w(ER)==R. 
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234. Transforme el círculo |z|< 1 en sí mismo de manera que 
dos puntos interiores dados z, y z, correspondan a los puntos 
+a(0 <a< 1); halle a. 

Sugerencia. Empiece ei resultado del probiema 233, 2) y la identidad dei 
problema 10. 


235. Transforme el circulo |z|-< 1 en sí mismo de manera que 
el segmento y=0, 0 x<a(a< 1) del eje real corresponda a un 
segmento del eje real simétrico respecto al origin de coordenadas. 
Halle la longitud del segmento transformado. 

236. Demuestre que una transformación lineal que transforma 
un circulo en un círculo queda determinada univocamente al espe- 
cificar las imágenes de un punto interior y de un punto de la 
frontera. 

237. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que el punto 2,0 pasa al centro del círculo. Demuestre que en 
tal caso una semicircunferencia unidad se transforma en una semi- 
circunferencia si, y sólo si, sus extremos se encuentran sobre el 
diámetro que pasa por el punto 2,. 

238. Construya la transformación del círculo unidad eu si mismo 
en la que la preimagen del centro se encuentra sobre el eje real y 
el arco 0O<qy < n/2 de la circunferencia unidad se transforma en los 
siguientes arcos: 


1) 0<0<F; 20S0<T; 3) L<0< E. 


$ 2. CUESTIONES COMPLEMENTARIAS DE LA TEORIA 
DE TRANSFORMACIONES LINEALES 


FORMAS CANÓNICAS DE TRANSFORMACIONES LINEALES 


Una transformación homográfica con un punto inmóvil z¿ se denomina pa- 
rabólica. Una transformación parabólica puede ser representada en ia forma 
conónica 

tot 
W—Z¿ 2—2p 


+h, 


sizrixr.ó 
wv=2+h, 
Si Zzy:= 2%, 
Una transformación homográfica con dos distintos puntos inmóviles £, y 2z 

tiene ta forma canónica 

w—2; 221 

=P, 
w—2Z, 2—23 


si? u,27 20 y w—2=*k(2—2,). si z,=00; una transformación con dos 
distintos puntos inmóviles se denomina hiperbólica, si k > 0, elíptica, si k=elz y 
a0, y toxodrómica, si k=aelr, donde ax t y a 20 (a y a son números 
reales, « > 0). 
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239. Demuestre las siguientes proposiciones: 
az+b 
ca +d 


1) La transformación homográfica general w= puede ser 


reducida a la forma LE , donde Es 5|= L 

2) Si a-+6 es un número real, Ja transformación es elíptica, 
cuando |a -+8| <2; hiperbólica, cuando |a+4-5|> 2, y parabólica, 
cuando ¡a +ó8|=2. 

3) Si ím (a 4-5) +0, la transiormación es loxodrómica. 

240. Demuestre que si una transformación lineal tiene dos puntos 
inmóviles, el producto de las derivadas en estos puntos es igual a 
la unidad. 

24). Halle las circunferencias que en la transformación parabó- 
As +n corresponden a sí mismas. 
W—Z2y 22 

242. Halle la forma general de la transformación parabólica del 
círcuio (2(< R en sí mismo, sí ei punto R es inmóvii. 

243. Demuestre Jas siguientes propiedades de Ja transformación 
hiperbólica: 

1) Toda circunferencia que pasa por fos dos puntos inmóvi- 
les se transforma en sí misma, conservándose el sentido del recorrido. 

2) Toda circunferencia ortogonal a las circunferencias que pasan 
por los puntos inmóviles se transforma en una circunferericia que 
verifica la misma propiedad. (Esta propiedad se deduce directamente 
de la propiedad !). 


lica 


Sugerencia. Analice primero el caso en que los puntos inmóviles son 0 y vo, 


244. Demuestre que dada una transformación elíptica: 

1) Toda circunferencia ortogonal a las circunferencias que pasar 
por los dos puntos inmóvoles se transforma en si misma, conser- 
vándose el sentido del recorrido, 

2) Un arco circular que une los puntos inmóviles se transforma en 
un arco circular que une los puntos inmóviles y forma un ángulo a 
con el primer arco (au =arg Á). 

245. a) Demuestre que para una transformación loxodrómica se 
conservan las propiedades 2) de las transformaciones hiperbólicas 
(véase el problema 243) y elípticas (véase el problema 244). 

2) Demuestre que para una transformación loxodrómica no exis- 
ten circunferencias inmóviles, siempre que a + 11 (au =arg k). Demues- 
tre que, siendo «=x, las circunferencias que pasan por los puntos 
inmóviles se transforman en si mismas alterándose el sentido del 
recorrido. 

246. Demuestre que para la transformación loxodrómica w=ael* z 

Ina 
las espirales logarítmicas r= Ae % “LA > 0) se transforman en sí 
mismas. 
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247. Demuestre que la transformación lineal eh E (a= 


=|a|ez, [a] < 1), que transforma el círculo unidad en sí mismo, 
puede ser solamente o bien elíptica, o bien parabólica, o bien hl- 
perbólica. Explique para qué valores de a tiene lugar cada uno de 
los casos señalados. Encuentre los puntos inmóviles de la transfor- 
mación y redúzcala a la forma canónica. 


ALGUNAS FÓRMULAS DE APROXIMACIÓN PARA 
TRANSFORMACIONES LINEALES 


248. El semiplano superier se transforma en el círculo unidad 
de manera que el punto 2=hi (h > 0) pasa al centro del círculo. 
Halle la longitud l' de la imagen del sspnento [0, a] del eje real 
(a> 0) y obtenga las fórmulas lineales de aproximación de l' para 
pequeños valores de a/h y para pequeños valores de h/a. 

249. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que la preimagen del centro del circulo—el punto x,—se encuen- 
tra sobre el eje real. Halle la longitud P de la imagen del arco 
0<<y de la circunferenciaunidad (y < 1). ¿Cóma varía la mag- 
nítud P/y en dependencia del signo de xp? 

250. En las condiciones del problema 249 obtenga las fórmulas: 


l) T=HE2%99 4-0 (y) para pequeños valores de y; 


2) T== n—ectg —5 ctg? 3 +0 (e) para pequeños valores de e, 
donde e =1—x,. 

251. El círculo unidad se transforma en sí mismo de manera 
que el punto z, =7¿e'%, pasa al centro. Los puntos 2, =d'* y 2,=etvs 
se encuentran a un mismo lado del diámetro que pasa por el pun- 
to 2.(P. <p, <p. <Q, +11). Aceptando que el punto 2, es próximo 
a la circunferencia unidad, demuestre que para la longitud T' de 
la imagen del arco p, <p <p, de la circunferencia unidad es vá- 
lida la fórmula 


T=e (ete 2 Yague] +5|cg* PY ctgr 2%] +0(8%), 


donde £=1—+f,. 


TRANSFORMACIONES DE RECINTOS BICONEXOS ELEMENTALES 


252. Demuestre que, si la transformación lineal del círculo 
|2|< 1 en sí mismo no se reduce a una rotación, no existe anillo 
concéntrico alguno de centro en el origen de coordenadas que se 
transforme en un anillo concéntrico. 


Obsrevación. Esta proposición es un caso particular del siguiente teorema: 

Para que exista una transformación conforme del anillo r, <|z|<ry en ei 
anillo R, < |w| < Ryesnecesario y suficiente quese cumpla la condiciónRy/R, = 
==f4/F,. Además, en este caso la función que realiza ia transformación puede tener sólo 
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dos formas: o bien tw = az o bien w=ajz. La transformación queda determina- 
da unfvocamente ai especilicar un par de puntos frontera correspondientes (vénse, 
por ejemplo, [2, cap. 11. $ 3)) 


253. 1) Transforme el anillo 2 <|z| 7 5 en el anillo 4 «2 
de manera que w(5) =—4, 

2) Transforme el anillo 1 < | z—2i|-< 2 en el anillo 2 < | wm —3-= 
+21| < 4 de manera que w(0) = —1—2;. 


Tiene lugar ci siguiente teorema: 

Toda región biconexa, cuyas fronteras no degeneran en puntos, puede ser 
transformada conformemente en un aniilo concéntrico con da razón bien definida 
y de los radios de las circunferencias interior y exterior (p se denomina módufo 
del recinto biconexo). 


w| «<< 10 


254. Transforme el semiplano Re z > 0 sin el círculo | 2 —A|-< R 
(h > R) en el anillo p <|w|< 1 de manera que el eje imaginario 
se convierta en ia circunferencia |«'] = 1. Halle p. 


Sugerencia. Construya la circunferencia de centro en el origen de coordena- 
das y ortogonal a la circunferencia |¿—A]=R; encuentre la transformación li- 
neal que transforma el eje real y ia elrcunferencia construida en dos rectas que 
se intersecan (ortogonaimente) y compruebe que ef recinto consideradu se trans» 
forma en este caso en un aniilo concéntrico. Demuestre que el centro de este 
anillo colncide con ei origen de coordenadas, si los puntos de intersección de la 
circunferencia construida en el eje real pasan a 0 y al oo. 


255. Transforme el semiplano Re z > 0 sin el circulo |2— A] < 1, 
h> 1, en el anillo 1<|w]|<2, Halle A, 


256. Transforme el anillo excéntrico comprendido entre las cir- 
cunferencias |z—3|=9 y |z—8]|= 16 en el anillo p < |w| 1. Halle p. 

257. Transforme el recinto biconexo comprendino entre las cir- 
cunferencias |z—z2,|==r, y |[z—z,]|:=7¿ (donde o bien |2,|—|z,| > 
> r, 5,0 bien |2,—2, |< |r,—r,!) en un anillo circular concéntrico 
de centro en el origen de coordenadas, Halle el módulo (u) del 
recinto. 

Sugerencia. Haile un par de puntos simétricos respecto a ambas crrcunfe. 
renclas y transforme uno de ellos en 0 y otro en el oo. 


Observación, Es fácll ver que ei método de soiución recomendado en das 
sugerencias a ios problemas 254 y 257 es el mismo. 


258. Empleando Ja solución del problema anterior, halle los 
módulos de los recintos biconexos comprendidos entre las circunte- 
rencias dadas: 

1) [2—1|=2, [24 1]=5; 2 |2-31|=1, [2-4]=2, 


PROPIEDADES DE GRUPO DE TRANSFORMACIONES HOMOGRAFICAS 


La transformación T (z) =T,]T (z)] se denomina producto de las transfor- 
maciones T, y T, y se denota en ia forma T=7TyT, (el orden tiene importancia 
ya que, en general, TT, * T,Ty). El conjunto ¿ de transformaciones T forma 
un grupo, si contiene ei producto de dos Cualesquiera transformaciones pertene- 
cientes a éi y sl junto a ia transformación T contlene ia transformación T=! 
inversa a ésta. Ei grupo compuesto por ias potencias T” y T-" de una trans» 
formación T se denomina ciclico. Sl el grupo G se obtiene a partir de las trans 
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formaciones T,, Tx, .... Ta construyendo todas las transformaciones Inversas, 
todos los productos de las transformaciones dadas y todas ias transformaciones 
inversas a los mismos, se dice que estas transformaciones generan ei grupo G. 
Los puntos que se obtienen a partir de un punto fljo z mediante todas las trans- 
ello a dei grupo G se denominan equivalentes o congruentes respecto ai 
rupo . 

E PS llama recinto fundamental dei grupo G a todo recinto (conexo a na co- 
nexo) que no contiene ningún par de puntos equivalentes uno ai otro respecto 
al grupo dado y tai que una vecindad de todo punto frontera contiene puntos 
equivalentes a los puntos del recinto, 


259. Sean T, transformaciones lineales: 


T; (2) ua 24d A-| 4] +0 (s= l, 2, sa v)e 


ciz 1d? d 


Demuestre las siguientes proposiciones: 
l) T=T,T, es una transformación lineal con determinante 
A=A,jA.. 


2) El producto de las transformaciones es asociativo, es decir, 
(T,¿T,) T, == T, (TT). 
3) Para toda transformación T, existe la inversa T¿!, es decir, 
TT =T¡T ¡=v, 
donde Y (2) =z es la transformación idéntica. 
4) El producto de transformaciones no es, en general, conmu- 
tativo (dé ejemplos), 
260. Demuestre que las transiormaciones 
T,=2, T,-2 E O al E EI E 


—2 z 


forman un grupo (el grupo de razones anarmónicas). 


261. Demuestre que es grupo ciclico el conjunto de transiorma- 
ciones lineales consistentes en la rotación del plano alrededor del 
origen de coordenadas en ángulos múltiplos de a. ¿En qué caso 
este grupo estará compuesto por un número finito de transforma- 
ciones? 

262. 1) MUS que el conjunto de transformaciones de la 

az -¡- 
cz+d 
«ai—bc= 1, es un grupo (este grupo se denomina modular). 

2) Demuestre que, sí a, b, c y d son números enteros comple- 
jos (es decir, números de forma rm-|- ní, donde m y n son números 
reales enteros) que satisfacen la condición ad—bc-:1, el conjunto 
de transformaciones del punto 1) también constituye un grupo (el 
grupo Picard). 

263. Halle los recintos fundamentales de los grupos generados 
por las transformaciones: 

1) T(2)=e"/"2 (n es un número natural), 2) T, (2) =e01z, 


To: +13) T(2)=2:+0,4) T,(2) 240,7, (2) =—2 5) T,(2)= 


forma u= 


, donde a, b, e y d son números reales enteros y 
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=2+0, T,()=2+0,(im2 +0) (grupo doblemente periódico); 
6) T,(2)=24+0, T,(2)=24+0, Tp(2)=—2, 7) T,(2)=2+0, 
T/2)=1i238)T,(2)=24 0,7, (2)=e*"032; 9) T, (2)=24+0, T, (2) =e/9z, 

264. Halle Jos grupos de transformaciones Jineales que corres- 
ponden en la proyección estereográfica a la rotación de la esfera 

1) alrededor del diámetro vertical; 

2) alrededor del diámetro paralelo al eje real; 

3) alrededor del diámetro parafelo al eje imaginario; 

4) alrededor de aquel diámetro para el que el punto a es la 
proyección estereográfica de uno de sus extremos. 


Sugerencia, Si z, y zz son fas imágenes de puntos de la esfera diametral- 
mente opuestos, se tiene z,2¿=-—i (véase el probiema 49). 


265. i) Demuestre que el grupo de transformaciones lineales, 
que corresponden a ía rotación de ja esfera y que transforman tos 
puntos con las proyecciones estereográficas a y b uno en otro, se 
define mediante la relación 


PL pla 
i + bw iq4-az 


2) Demuestre que la diferencial a= 12 p es invariante res- 


pecto a las transformaciones de este grupo y representa la longitud 
esférica del elemento de arco dz (es decir, la longltud de la ima- 
gen de este elemento en la esfera). 


TRANSFORMACIONES LINEALES Y LA GEOMETRIA 
DE LOBACHEVSK1 


Cuando la geometria de Lobachevskl se interpreta en el circulo unidad 
Izl< 1, el e de las rectas lo desempeñan los arcos de las circunferencias 
ort ales a la circunferencia unidad pertenecientes a este círculo; el papel del 
movimiento lo desempeñan las transformaciones lineales del círculo unidad en 
sí mismo y el papel de la distancia entre los puntos 2, y 24 lo desempeña la 


magnitud p (z,, 1)=>3 In(a, PB, 2a, 21), donde a y f son los puntos de inter- 


sección de la “recta” que pasa por los puntos z, y 23 Con la circunferencia uni- 
dad (el orden de los puntos es el siguiente: a, 21, 2y, P), mientras que (a, P, 
21, 2a) es la razón anarmónica de los puntos señalados. Los ángulos se miden 
an que en la geometria de Euclides (véase, por ejemplo, JÍ, cap. HH, 5 4, 
n p 


266. Demuestre que p(z,, 2) >0, siz,+2,, y que p (z, 2) =0. 

267. Demuestre que p(2,, 2) <P(2,, 21) +P (22, 23) y que el 
signo de igualdad debe tomarse si, y sólo si, el punto z, se encuen» 
tra en el “segmento” que une los puntos 2, y 2y- 

268. Demuestre que, si uno de los puntos z, o z, tiende hacia 
un punto de la circunferencia unidad (o ambos tienden hacia dife- 
rentes puntos de la circunferencia unidad), la longitud no eucli- 


sw 


diana p(2,, 2,) tiende hacia el infinito (es decir, los puntos de la 
circunferencia unidad corresponden a los puntos del infinito del 
plano no euclidiano). 


269. Demuestre que la diferencial ds=¡(J2]< 1) es inva- 


ríante respecto al po de transformaciones lineales que transfor- 
man el círculo [2|< 1 en sí mismo y representa la longitud no 
euclidiana del elemento de arco dz. 


Sugerencia. Obtenga la forma general de la transformación del circulo 
| 31, en sf mismo que transforma el punto a en el punto 5 (Ja|<tf, 

270. Indique métodos de construcción de las siguientes curvas: 

1) del haz de “rectas” que pasan por el punto 2,; 

2) de la “recta” que pasa por los puntos z, y zp; 

3) de la equidistante de una “recta” (es decir, del lugar geo- 
métrico de los puntos “equidistantes” de la “recta” dada); 

4) de las curvas límite (es decir, de las curvas ortogonales a un 
haz de “rectas paralelas”). 

271. 1) Demuestre que para un triángulo "rectiiineo” de ángu- 
los Q,, Y. Y P, es válida la desigualdad 


+04) < 2. 


2) Demuestre que, salvo un “movimiento”, un triángulo “rectí- 
lineo” se define mediante sus ángulos q,, q, y Q,. Construya el 
triánguio “rectilineo” a partir de sus ángulos. 


$ 3. FUNCIONES RACIONALES Y ALGEBRAICAS 


La transformación peneral de un circulo o de un semiplano en un recinto 
simpiemente conexo del w-—piano es de la forma w=0 [f (2)), donde p(z) es 
una transformación particular y 1 es una transformación homográfica cualquiera 
dei circulo o del semiplano en si mismo (la transformación inversa es de la 
forma 2=1 [p (2). Es necesario tener en cuenta esta observación siempre que se 
busque una transformación normada, es decir, una transformación que verifique 
determinadas condiclones complementarias. Si no se señaian las condiciones de 
normalización, en ia respuesta se indica, generaimente, una de ias funciones 
transformadoras. 

Un papel importante en ia construcción práctica de las transformaciones 
conformes lo desempeñan ciertos prusipios generales (véase, por ejemplo, 
[l, cap. VII, $7 n” 1 y cap. V.$3, n* 6] o [2, cap. fI, 65 i y 3)).. 


Principio de simetria de Riemann-Schwarz 


Sea D, un recinto, cuya frontera contiene un arco C de una circunferencia 
(en particular, un segmento rectilineo), y sea w=f, (2) una función que realiza 
la transformación conforme de este recinto en un recinto Dí de manera que el 
arco C se transforma. de nuevo en un arco de una circunferencia o en un seg- 
mento rectilíneo C*. Entonces, ia función fy(z), que en los puntos simétricos 
respecto a C toma valores simétricos a los valores de f, (2) respecto a C* 1, 


1 Si C y C* son segmentos de los ejes reales (esto siempre se puede lograr 
realizando transformaciones homográficas complementarias), se tiene f,(2) =P, (2). 
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será analítica en ei recinto Dy simétrico af recínto D, respecto aC y fo trans» 
formará en un recinto Dj simétrico a Dj respecto a C*. 


La [unción 
(2) en D, 
w=+ f(z)=f,(2) en C, 
Fa tz en D, 
realiza la translormación conforme dej recinto D,++C-+D, en el recinto 
DIFC*A Ds 0, 
Principio de correspondencia de fronteras 


Sean D y D* «os recintos simplemente conexos y sean ( y C*? sus fronte- 
ras, con la particularidad de que ci recinto D* pertenece integramente a una 
Parte finita del plano. Si la función w=f(2) es analitica en D y continua en 


D y realiza una transformación binnivoca de C en C* conservando el sentido 
del recorrido, realiza una transiormación biunívoca y conforme del recinto D 
en D* 


Ai resolver los problemas de este parágrafo, asi como del siguiente, se re- 
comienda, en los casos en que la transiormación se realiza mediante una rama 
de una Junción multiforme, vigilar la correspondencia de los puntos de las íron- 
teras del recinto que se Palio d/ de su imagen (esto se reflere especialmente 
a los problemas de transformación de recintos con cortes), 

272. Mediante ia función w-=2* y su inversa haiie la transfor- 
mación conforme de ios siguientes recintos: 

1) dei interior de ia rama derecha de la hipérbola equilaterai 
x—y?=:a* en el semipiano superior; 

2) del exterior de fa parábola y? =2px, p>0Ú (es decir, del 
recinto limitado por esta paráboia que no contiene su foco) en ei 
semiplano superior. 

Observación. Acerca de la Iransiormación de recintos limitados por curvas 
de segimdo grado, véanse también los problemas 302, 303, 330—332 y 367. 

273. Empieando ias funciones del probiema anterior, transforme: 


1) ei interior de la circunferencia r =acosq (a > 0) en el inte- 
rior de la cardíicide p=3( + Cos B); 

2) el interior de la misma circunferencia en el interior de la 
rama derecha de la lemniscata p=- Y cos 20; 

3) en el circulo |2|<1 en el interior de ia cardioide p = 
== Á(14c050), A>0, de manera que sea w(0) = A/8 y w'(0) > 0. 

274. Halle el recinto en el que la función w=R (2+m2?), 
R>0, 0<m<l/2 transforma el circuio |2| < 1. Halle las ¡má- 
genes de la red polar del 2¿—plano. 

275. Halle el recinto en el que ia función w= 2 + 2? transíorma 
el semicirculo |z| < 1, Rez >0. 


276. 1) Halie el recinto en el que la función w=-=R (242) Ñ 
e n es un número entero, n > 1, transforma el circulo 
2]<1. 


1 La transformación será biunivoca, siempre que los recintos D, y Dj, asi 
como D; y Dj no se intersequen. 
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2) Halle el recinto en el que la función w=R (245), R>0, 
n un es número entero, n > 1, transforma el exterior del círculo uni- 
dad |[z|> 1. 

Observación. Acerca de laz transformaciones que realiza ia función 


a 092) 
(función de Zkukouski) véanse el problema 298 y los siguientes. 

277. 1) Analice para qué valores de m la función w=R (24 m2"), 
donde n es un número natural, realiza una transformación confor» 
me del círculo |z]< 1 en un determinado recinto y halle este re- 
cinto. 

2) Analice estas mismas cuestiones para la transformación del 


exterior del círculo |z|< 1 mediante la función w=R (242%) y 


del interior del mismo círculo mediante la función w= R = +me") , 


TRANSFORMACIONES DE LUNULAS CIRCULARES 
Y DE RECINTOS CON CORTES 

278. 1) Transforme el ángulo 0< argz <1a(0 <a <2) en el 
semiplano superior. 

2) Transforme el ángul —4 <argz< 5 en ei semíplano superior 
de inanera que w(l1—i)=2, w(i) =—1, w(0)=:0. 

279. Halle la función w(z) que transforma el semicírculo 
|z|< 1, Imz>0 en el semiplano supcrior y que verifica las con- 
diciones: 

1) w(—1):=0, lr w(1)= 00 

2) w(+1)==l, w(0 eS 

3) w(y J=1 argw' (y E 

280. Halle la función w(2) que transforma el semicírculo |z|< 1, 
Imz >0 en el circulo [w| < 1 y que verifica las condiciones: 


l) w(+1)=+1, w(0)=--ú 2) w (> )= 0, argu (3)=$. 


281. Halle la función w(z) que transforma el recinto |z|> 1, 
Imz > 0 en el semiplano superior. 
282. Transforme en el semiplano superior: 
1) el sector [2] <R, 0< arg z< ma (0< a < 2); 
2) el recinto |2| > R, 0O<argz< na (0 < «a < 2). 
283. Transftorme en el semiplano superior las siguientes lúnulas 
circulares (biángulos): 
2|<1, a ri ,1lz—il> 1 
2l>1, [2—i de ae e 
5) [2] >2, VE E Va 


284. Transtorme en el semiplano superior el exterior del semi- 
círculo unidad superior. 

En los problemas 285—298 transforme los recintos indicados en 
el semiplano superior. 

285. El plano con un corte a lo largo dei segmento [—1, 1]. 

286. El plano con un corte a lo largo del segmento [—f, ¿]. 

287. El plano con un corte a lo largo del segmento [2,, 24). 

288. El plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —R] 
y IR, 00) (R >0). 

289. El plano con un corte a lo largo del rayo perteneciente 
Ap primer cuadrante que parte del punto í y es paralelo a la rec- 
a y=X. 

290. El plano con un corte a lo largo del arco circular que une 
los puntos —] y 1 y que pasa por el punto ¿h, donde O0<ZA=< 1. 

291. El semiplano Imz2>0 con un corte a lo largo del seg- 
mento [0, ¿h], kh > 0. 

292. El semiplano Imz > 0 con un corte que va desde ¡h hasta 
el oo a lo largo del semieje imaginario positivo (k > 0). 

293. El semiplano Im2z'>0 con un corte a lo fargo del arco 
de la circunferencia |2|=1 que va desde el punto 2=1 al punto 
z=eé", donde 0<a<x,. 

294. El ángulo O<argz<z2< sb, donde 0< f < 2, con un 
corte a lo largo del arco de la circunferencia 2 al: que va desde 
el punto z=1 al punto z=ef*, donde 0 <a < 

285. El exterior del semicírculo unidad superior con un corte a 
lo largo del segmento [0, —(¿] (el exterior de una “pala”). 


l Sugerensia. Mediante una transformación lineal se reduce ai problema ante- 
rlor. 


to e 1) El £frculo |z2|<1 con un corte a lo largo del radio 
A 2 El exterior del círculo unidad con un corte a lo largo del rayo 
1, 00). 

297. Halle la transformación del círculo |z| < 1 en el w-—— plano 
con un corte a lo largo del rayo (—oo, —+| sujeta a las condi- 


4 
ciones w(0)=0 y w' (0) > 0. 


FUNCION DE ZHUKOVSK1 
298. Halle la transtormación de la red polar |z|=R, argz=u 
mediante la función de Zhukovski u=+3 (2423). 


209. Halle el recinto en el que la función de Zhukovski trans- 
forma: 


M4 


1) el círculo (a 1; 2) el recinto |z] >R > 1; 3) el círcu- 
lo |z| < 1; 4) el recinto |z| > 1; 5) el semiplano Im z > 0; 6) el 
semiplano Imz< 0; 7) el semicirculo |z|< 1, Im2 > 0; 8) el se- 
micirculo |z| < 1, Imz<oO0; 9) el recinto |z| > 1, Imz> 0; 10) el 
recinto 1<|2|<R, Imz >0; 11) el recinto R< |2|< I, Imz > 0; 


12) el recinto <|z|<R, Imz>0, Rez>0; 13) el ángulo 
F—« <arga<z+a(0<0<3). 
300. Halle la transformación de la red polar mediante las fun- 
ciones: 
i i 


1) w=y (2-2 ; 2) w=+3 (24%) (a > 0); 


3) + (2+5 , c=[cetr (0<y<m). 

301. Empleando la función de Zhukovski, transforme: 

1) el exterior del segmento [—c, c] (c > 0) en el exterior del 
círculo unidad de manera que w (00) = 00 y arg w'(00) a; 

2) el exterior de la elipse A+ =1 en el exterior del círculo 
unidad de manera que w(o0o0)=0wo y arg w'(00)=0. 

302. Transforme el semiplano superior sin la  semielipse 
A+h< l, y >0 en el semiplano superior. 

303. Transforme el recitito biconexo comprendido entre las elip- 
ses confocales + E lL, At! (a >b) en un anillo 
circular concéntrico de centro en el origen de las coordenadas y 
halle el módulo (véase la pág. 37) del recinto biconexo dado. 

304. Halle el recínto en el que la función de Zhukovskí trans- 


forma el cfrculo |z|< 1 con un corte a lo largo del segmento 
fa, 1) (—1<a<l). Analice los casos en que a>0 y en que 
a<o0 


En los problemas 305—309 transforme los recintos señalados en 
el semiplano superior. 
nl 2 El circulo |z|< 1 con un corte a lo largo del segmento 

/ » - 

306. El círculo |z|< 1 con cortes a lo largo del radio [—1, 0] 
y del segmento [a, 1] (0< a< 1). 

307. El exterior del círculo unidad con cortes a lo largo del 
segmento [—a, —1] y del rayo [1, oo), donde a > 1. 

308. La mitad superior del circulo |z|< 1 con un corte a lo 
largo del segmento [0, ai] (0< a < 1). 

309. La mitad superior del circulo |z|< 1 con un corte a lo 
largo del segmento [aeí, ¡] (0<«a< 1). 

310. Transforme el círculo |z|< 1 sin el segmento [(1—Ah) x 
xel=, ele] en el cfrculo unidad del plano w. 
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311. Transforme el círculo || < 1 con un corte a lo largo del 
segmento [a, 1], O<a< 1, en el circulo [w|< 1 de manera que 
w(0)=0 y w(0)>0. Halle w(0) y la longitud del arco corres- 
pondiente al corte. ¿Para qué valor de a el corte se transformará 
en una semicircunferencia? 


Sugerencia. Es conveniente transformar primero tanto el recinto dado como 
el circilo [w| < 1 en ei exterior del segmento, 


312. Transforme el círculo |z|< 1 con cortes a lo largo de los 
segmentos [a, 1| y [—1, —b] (0O<a<1, 0<b< 1) en el circulo 
mi l de manera que w(0)=0 y w'(0) >0. Determine w' (0) y 
as longitudes de los arcos corresporidientes a los cortes. 

313. Representando la función de Zhukovski en la forma 


halle: 
1) la imagen de la circunferencia C, que pasa por los puntos 
2z=x31 formando el ángulo a(—x <a < ax) con el eje real en el 


punto 1, y el recinto en el que se transforma el exterior de esta 
circunferencia; 


2) la imagen de la circunferencia C”, que pasa por el punto 


z=1 formando el ángulo « con el eje real y que contiene en su 
interior el punto —1, asf como el recinto en el que se transforma 
el exterior de esta circunferencia. 


314. Halle las imágenes de las circunferencias y de los recintos 
del 2—plano, de los que se habla en el probieina 313, si la fun- 
ción transformadora w(z) viene dada por la ecuación 


e | —iY3-1 
==(5) (0<5<2,w>0 para 2 >» l). 

2) ¿Cuál es en esta transformación la imagen del interior de la 
circunferencia C? 

315. Transforme el exterior del circulo unidad |z|>1 en el 
w— plano con un corte a lo largo del arco ag =B00 <IB] <a) 
de manera que w(00)=00 y argw” (00) =«. 

En los problemas 316—319 halle los recintos en los que, median- 
te las funciones indicadas, se transíorman los recintos dados. 


í z 
316. El círculo |2|< 1; w= Ap j> 


317. El semicírculo |z|< 1, Imz > 0; => 
318, El ángulo O<argz< 2; w=>3 (+47) Ñ 

n x AS z 
319. El sector — <ag2<z» lz]<t; =p 
(w(z) > 0 para z> 0). 


Sugerencia. Represente la función transformadora en ia forma 


ws (PGE donde pe", 10= pp. 0/7 - 


APLICACION DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA 


320. 1) Empleando la solución del problema 319 y el principio 
de simetría halle la imagen del círculo unidad en la transforma- 
sa z 
ción w Fa A 

2) Halle la función que transforma el interior (y el exterfor) 
del círculo unidad en el exterior de la “estrella” 


lw|< 1, argw=2nk/n (R=0, 1, 2, ..., n—1). 


321. Transforme en el exterior del círculo unidad: 

1) todo el plano con cortes a lo largo de los segmentos [—!, 1] 
y |—i, ¿] (el exterior de una cruz); 

2) todo el plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —1], 
IL, -+-00) (—¿00, —i] e [i, + ¿00). 

322. 1)* Empleando la función del problema 318 transforme el 
sector [|< 1, 0<argz<Z(n es un número entero) en sí mismo 


de manera que los segmentos de los radios |z| <a, argz=0 
y |[zl<oa, argz=x/n (0<a< 1) se transformen en los radios 
correspondientes. 

2) Transíorme el exterior del círculo unidad con cortes a lo 
largo de lossegmentos | <|2| <a, argz=2%x/n(4=0, 1,2, ...,n—1) 
en el exterior del círculo unidad. 

323. Transforme en el semiplano superior y en el exterior del 
circulo unidad el exterior de la cruz formada por el segmento 
[—a, bj del eje real y por el segmento [—ci, ci] del eje imagina: 
rio (a>0, b2>0, c>0, ar b* 40:40). 

Sugerencia. Haiie la función que transforma ei semiplano superior con un 
corte a lo largo dei segmento ]O, cij en el semipiano superior y recurra al prin: 


cipio de simetria segin ei cual el exterior de la cruz se transforma en todo el 
plano con un corte a lo largo de un segmento del eje real. 


324. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo del rayo [—a, +-00) (a>0) y a lo largo del segmento 
[— ci, ci] (c > 0). 


Sugerencia. Véase la sugerencia ai problema 323. 


325. Transforme en el exterior del círculo unidad el plano con 
cortes a lo largo de la parte negativa del eje imaginario y a lo 
largo de la mitad inferior de la circunferencia unidad. 


Sugerencia. Mediante una transformación lineal se reduce ai problema 321, 1). 
47 


3268. Transflorme en el serniplano superior el plano con cortes 
a lo largo del segmento [—«i, 0] (au > 1) y a lo largo de la mi- 
tad inferior de la circunferencia unidad (fig. 2). 

Sugerencia. Mediante una transformación lineal se reduce al problema 323. 


327. Transforme en, el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo del segmento [—1, b] (b>— 1) y a lo largo del arco 
circular con extremos en los 
puntos e+*% que pasa por el 
punto 2=—1 (fig. 3). 

328. Transforme en el semi- 
plano superior el exterior del 
círculo unidad con cortes a lo 


¿ta 


(dad 


FIG. 2 FIG. 3 


largo de los segmentos: [f, bt], [—6%, —di], [l, a] y —a —1] 
(a>1, b>1). 

Sugerencia. La función de Zhukovskl transiorma el recinto considerado en 
el recinto dei problema 323. 

329*, Transforme en el exterior del circulo unidad el exterior 
de la “estrella” representada en la fig. 4. 


té 41 
FIG. 4 


330*. Transforme en el semiplano superior el interior de la rama 
derecha de la hipérbola 


AN 
costa sena 


331. Transforme en el semiplano superior el exterior de la rama 
derecha de la hipérbola <-> l. 

332. Transforme en el semiplano superior el recinto comprendido 
entre las ramas de la hipérbola E—%= l. 


TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES 

En los problemas 333 y 334 se consideran transformaciones que 
llevan a recintos multivalentes (superficies de Riemann) ". 

333. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante 
la función w= z* 

1) la parte del anillor, <|zJ]<r,0<argz<a+a(0<a <a); 

2) el recinto |[22—1|<a (0<a< oo). 

334. Halle los recintos que se obtienen al transformar mediante 
la función de Zhukovski w=-+ 245) 

1) el cfrculo |2| < R(R > 1l); 

Sugerencia. Es conveniente considerar primero las transformaciones del cfrcu- 
lo 1z|<1 y del anillo 1 <]2] < R (véase el problema ). 

—I 
2) el círculo | <r (0<R=<o00). 


Construya las superficies de Riemann de las funciones dadas en 
los problemas 335—-337. 


335. 1) w= Y E 2) w=V2—1. 


336.1) w=VZ(22+1); 2 w= yz. 337. Y 2371. 


z 


$ 4. FUNCIONES TRASCENDENTES El.EMENTALES 


FUNCIONES TRASCENDENTES FUNDAMENTALES 


338. Explique en qué transforma la función w==e* 

1) la red rectangular x=C, y=C; 

2) las rectas y=Rx+b; 

3) la franja a <y<8$ (0 <a<f< 2a); 

4) la franja comprendida entre las rectas y=x e y=x-+2m; 
5) la semifranja x<0, 0<y<a< en; 

6) la semifranja x>0, 0<y<a< 2a; 

7) el rectángulo a <x<B, y<y<56 (6—y< 2a). 


31 Aquí se dan solamente algunos problemas etementales de esle tipo. El $ 2 
del capítulo V111 está dedicado especialmente a tas superficies de Rlemann. 
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339. ¿Cuál el la prelmagen del semiplano superior en la trans- 
formación w= 14 dl (a es un número natural)? ¿Cuál es la 
preimagen límite del semiplano superior para f- -» vo? 

340. Expíique en qué transforma ía función w=ínz 

1) la red polar |z2[=R, argz=9, 

2) las espirales logarítmicas r = Ae** (A > 0); 

3) el ángulo 0 < argz < a < 2n: 

4) el sector |2[< 1, O< argz< «a < 2x; 

5) el anillor, <<|z| < r, con un corte a lo largo del segmento [r,r,]. 


La parte real y la parte fmaginaria de la función 


a-2 


w=E+m1:= in 


se denominan coordenadas bipolares del punto 2==x-+iy respecto a fos polos 
+4 (a > 0). 


341. í) Demuestre que la función w transforma univalentemente 
todo el z—plano con cortes a lo largo de (—oo, —a)] y [a, 00) 
en la franja —a<n<x del plano w, con la particularidad de 
que a las oríllas superiores de los cortes corresponde la recta n=x, 
mientras que a las inferiores, la recta y== —ax (fig. 5). 


2) Demuestre la validez de las relaciones: 


eshi$ asen” 


Hoc" Y mE reos” 
Vi4 9 = EZ VE E-F tos 1 * 
3) Demuestre que las preimágenes de los segmentos E=%Lo, 
-a<n< xa son las circunferencias de Apolonio 


—acthtr+ (757) 


respecto a los puntos 3+a (la preimagen del segrrento E==0, 
—1X<191<uxm es el eje de ordenadas) (fig. 6). 
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4) Demuestra que las preimágenes de las curvas y =n son los 
arcos de las circunferencias 


2 A E SEE 

2H + actg nm)” a =) Ñ 
que pasan por los puntos +4 y que pertenecen al semiplano supe- 
rior, si Ty >0, y al semiplano interior, si n, <0. A la linea y =0 
corresponde el segmento a a]. Los arcos, correspondientes a los 


FIG. 6 


valores 1=Mp y 9 Mo —11 (1), >> 0), complementan el uno al otro 
formando una circunferencia completa (fig. 7). 


5) Halle las magnitudes de los segmentos b (véase la fig. 6) 
y l (véase la fig. 7). 


FIG. 7 


Observación. La red de coordenadas consíruida de esta forma en el z— plano 
se denomina red bipolar. 


342. Explique en qué transforma la función w=cosz 
1) la red rectangular x=C, y=C; 
2) la semifranja OÓ<x 53 y <0; 


3) la semifranja 0< x< 5 . y-0, 
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4) la semifranja —F<x< $, y>0; 

5) la franja 0< x< x, 

6) el rectángulo 0<x<=x, —A<y<A (4 >0). 

343. Explique en qué transforma la función w=arcsen 2 

1) el semiplano superior; 

2) el plano con cortes a lo largo de los rayos (—oo, —1] 
y [l, 00) del eje real; 

3) el primer cuadrante; 

4) el semiplano x<0 con un corte a lo largo del rayo 
(—oo, —1] del eje real. 

344. Explique en qué transjorma la función w= ch z 

1) la red rectangular x=C, y=C; 

2) la franja 0<y<x; 

3) la semifranja x >0, 0<y<u. 

345. Explique en qué transforma la función w= Arsh z; 

1) el plano con cortes a lo largo de los rayos 1<y< oo 
y —o <y<—1 del eje imaginario; 

2) el primer cuadrante. 

346. Explique en qué transforma la función w==tgz 

1) la red rectangular x=C, y=C; 

2) la semifranja 0< x< x, y >0; 

3) la franja 0<x<x; 


4) la franja 0<x<G: 


5) la franja —=P<x<i. 


347. Explique en qué transforma la función w=cth z 
[) la franja 0O<y<mx; 2) ía semifranja 0<y<x, x>0. 


TRANSPORMALIONES REDUCIBLES A TRANSFORMACIONES 
DE FPRANJAS Y DE SEMIFPRANJAS 
Tránsforme en el semiplano superior los recintos indicados en 
los problemas 348-353. 
348. La franja comprendida entre las rectas y=x e y=x+kh. 
349. La semifranja x< 1, 0<y<h. 
350. La lúnula circular comprendida entre las circunferencias 
(2|=2 y [z—1|=1. 
351. El recinto comprendido entre las circunferencias |z|=2 
y [z—3|=1 (el plano con círculos excluidos). 
352. El recinto definido por las desigualdades: 


¡z—1]>1, |24+1]>1, Im2 >0. 
(el semiplano superior con semicírculos excluidos). 
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353. El recinto comprendido entre las parábolas confocales 
y=4(x+1) e y =8(x+2). ] 

Sugerencia. Véase el problema 272, 2). 

354. Halle la función w(2) que transforma el recinto compren- 
dido entre la circunferencia Aa y la recta Imz=1 (el semi- 
plano Im2< 1 con el círculo excluido): 

1) en el círculo |w|< 1 con la normalización w(—31)=0 y 
argw' (— 31) =35 mn 

2) en el círculo [w|< 1 con la normalización a —3) == El 


y argw' (31) =3 ; 
3) en el semiplano superior con la normalización w(—31)=1-+1 
y arguw' (—3)) =x. 


APLICACION DEL PRINCIPIO DE SIMETRIA 


355. Transforme en el semiplano superior: 

1) la franja O<x<1 con un corte a lo largo del rayo 
=>. h<y<oo; 

2) la franja 0<x<l con cortes a lo largo de los rayos 
x=q+ hh <y< o y x=, —00 <y<h(h,<h). 


Sugerencia. Transforme primero la franja 0<x< + en el semíplano supe- 
rior. La función transformadora, de acuerdo con el principio de simetría, trans- 
formará el recinto dado en todo el plano con un corte determinado. 

En los problemas 356-366 transforme en el semiplano superior 
los recintos indicados. 

356. La tranja 0<x<1 con un corte a lo largo del segmento 
0<x<h, y=0(A< 1). 

357. La franja 0<x< 1 con cortes a lo largo de los segmen- 
tos O<x<A, y=0 y I—h,<x< 1, y=0(4,+h,< 1). 

358. La semifranja 0<x<x, y >0 con un corte a lo largo 
del segmento =>, 0<y<h. 


359. La semifranja 0<x<x, y >0 con un corte a lo largo 
del rayo x=5, h<y< oo (h >0). 

360. La semifranja 0<x<mx, y >0 con cortes a lo largo del 
segmento x=3, 0<y <h, y a lo largo del rayo x=>3,h, <y< 
< co (h, > h,). 

361. El recinto comprendido entre las circunferencias |z— 1| =1 
y [z+1]|=1 con un corte a lo largo del rayo 2<x<o0, y=0. 


s3 


362. El recinto comprendido entre las circunferencias |z—1|= 1 


y [z—2|=2 con un corte a lo largo del segmento y=0, 2<x< 
<Xa(a< 4). 


363. El recinto comprendido entre las círeunferencias |z—1|=1 


y |z-—2]=2 con cortes a lo largo de los segmentos y=0, 2<x<Xa 
e y=0, b<x<14 (a< b). ] 

364. El recinto comprendido entre el eje imaginario y la cir- 
eunferencia [z—1|+=Í con cortes a lo fargo deí segmento y=0, 
2<x<a y a lo largo del rayo y=0, b<x < o (a< b). 

365. El recinto comprendido entre las circunferencias |2—1|= 1 
y |[z+1|=1 ccn un corte a lo largo del segmento x=0, —a < 
<y<Pla>0, P>0). 


366. El recinto |2z—1/> i, |j2+1/>1, ím 2>0 (el semi- 
plano superior con semicírculos excluidos) con un corte a lo largo 
del segmento x=0, 0O<y <A. 


367. Transforme el interior de la parábola y?= 4a* (x-+at) en 
el semiplano superior y en el circulo unidad. 


fr 
Sugerencia. Haga un corte a lo largo del eje de simetria de ta paráboia, 
transforme (mediante la función V 2) la mitad superior de la parábola en Una 
semifranja, después en un semiplano y recurra al principio de simetria. 


368*. Transforme en el semiplano superior el semiplano superior 
con cortes a lo largo de los segmentos 0<y<a, 1=3-+* 
+ikn(kR=0, +1, +2, +...) (fig. 8). 


Y 


Y) Y 


2, 
e E 


FIG. 8 


369. Transforme el plano con cortes paralelos —a<Xx<Xa, 
y=3F +kx(k=0, +1, +2, ...) en el plano con cortes a lo largo 
de los segmentos [fn—b, kx +b) (£=0, +1, +2, ...0<b< 

. K , ] 
< 5) del eje real. 

Sugerencia. Haga un corte complementario a lo largo del eje imaginario, 
transtorme uno de los recintos obtenidos en el semiplano superior y recurra al 
principio de simetria. 


A 


370. Transiorme en el exterlor del círculo unidad el plano con 
cortes a lo largo de los rayos (—oo, -3] y [> +00) y a lo 
largo de los segmentos —a<y<a, x=3 +hn(k=0, +1, +2, ...) 
(fig. 9). 


AI: 


FIG..9 


Sugerencia. La función que resuelve el probiema 368 transforma el recinto 
1 
dado en el plano con cortes a lo largo de los rayos [ —w, — 


y pas En 
arosen a 


371. Transíorme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo de los rayos (—oo, p] y [q, +00) —37<P <4<3) 


— 
arcsen 
cha 


O 
OO 


FIG. 10 


y a lo largo de los segmentos —a <y<Xa, x=>3 +kn(k=0, +1, 
+2, ...) (flg. 10). 

372*. Transforme en el semiplano superior el plano con cortes 
a lo largo de los rayos 0< y < oo, x= (4=0, +1, +2 ...). 
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TRANSFORMACIONES MULTIVALENTES ELEMENTALES 


En los problemas 373—376 las transíormaciones conducen 
a recintos multivalentes (véase la llamada de la pág. 49). 

373. Halle los recintos en los que transforma la función w=e* 

1) el rectángulo 0O<x<a, 0<y<b; 

2) la semifranja 0O<x<a, y >0; 

3) la franja 0<x<a. 

374. Halle los recintos en Jos que transforma la función 
wW=C0s2 

1) la franja —1/2< x< 1/2, 

2) la franja 0< x< 2x. 

375. Halle el recinto en el que la función w=tgz transforma 
la franja 0< x< 2x. 

376. Construya la superficie de Riemann en la que la función 
w=e!/? transforma el z-plano. 


$ 5. FRONTERAS.DE UNIVALENCIA, CONVEXIDAD 
Y ESTELARIDAD 


M0 Er w=(2) una función analitica en el origen de coordenadas y sea 
(0) =0. 


En los problemas 377—385 r, es el radio máximo del círculo, de centro en 
el origen de coordenadas, en el que la función w=f (2) es univalente; r, es el 
radio máximo del círculo, de centro en el Origen de coordenadas, que es trans- 
formado univalentemente por medio de la función w=f (2) en un recinto con- 
vexo, y fg es el radio máximo del círculo, de centro en ef orígen de coordena- 
das, que es transformado univalentemente por medio de la función w=f (2) en 
un recinto estelar respecto al punto w=0. (Un recinto se llama estelar respecto 
a un punto dado si cualquíer punto del recinto se puede unir con el punto 
dado mediante un segmento rectilíneo que pertenece integramente al recinto). 
Es evidente que 17 </3<r¡ 


377. Halle r,, r, y r, para la función w= y construya las 
imágenes de los círculos |2|<r,, |2|<r, y 2< Fry. 

378. Halle r, para cada una de las funciones siguientes: 

1) w=24+2, 2) w=2z+a2* (a es un número real); 

3) w=2/(1—2). 

379. Demuestre que para la transformación w=f(2) la curva- 
tura de la imagen de la circunferencia |z|=r se expresa mediante 
la fórmula k=EREEOICO 
2f' (2 ne 

380. Demuestre que una función analítica f(z) transforma la 
circunferencia |z2|=r en una curva convexa si, y sólo si, 
> [5+0+ar8P (2)] =1 +Re [no 9) >0 para todos los y (2 =re!?). 

381. Demuestre que el círculo |z]< r se transforma mediante 
una función analítica f(z) (f(0)=0 en un recinto estelar respecto 
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aj punto w=0 si, y sólo si, % arg f (2) =Re a 0 para todos 


los q (2—reto) ] 


382. Demuestre que: 1) Si la funcion w=f(2) (f(0)= 0) trans- 
forma el círculo |z|<1 en un recinto estelar respecto al punto 


2 
w:=0, la función w,= S dt tramsíorma este mismo circulo en 
0 


un recinto convexo, 

2) Si w=f(2) transforma el circulo |2| < 1 en un recinto con- 
vexo, la función w, =2f'(z) realiza la transformación de este cír- 
culo en un recinto estelar respecto al punto w=0. 

383. Halle r, para cada una de Jas funciones siguientes: 

Dl w=2+2; 

2) w=2-+az* (a es un número real); 

3) w=2/(1—2). 

384. Halle r, y r, para la función w=e*—1. 

385. Halle r, para cada una de las funciones siguientes: 

1) w=2 +2; 

2) w=2-+az* (a es un número real); 

3) w=2/(1 —2). 

Sugerencia. En la solución del problema 385, 3) convlene partir directa- 
mente de la desigualdad lo+ arg F”(21>0. 


CAPITULO 111 


INTEGRALES Y SERIES 
DE POTENCIAS 


e: _ o .e we — - o ss 


Eu los problemas de uste capitulo, así camo en los capitulos siguientes, 
siempre que no se diga iv contrario, el recorrido de contornos simples (es decir, 
que no se intersecan consigo mismos) cerrados se reatiza en la dirección po- 
sitiva, 


$8 1, INTEGRACION DE FUNCIONES 
DE VARIABLE COMPLEJA 


386. Mediante la sumación directa demuestre Jas siguientes 
igualdades: E 
2, 2, 
1) Y az =2,—2Zo; 2) Vzdz- (2). 
EN Zo 
387. Sea C un contorno simple cerrado que limita el área S. 
Demuestre las siguientes” iguaidades: 


y) Ñ x de =iS, 2) y dz=-=S; 3) Í zaz =2iS. 
la la e 

388. Calcule las integrales /, = Y xdz e 1,=4 y dz siguiendo los 
caminos siguientes: 

1) a lo largo del radio vector del punto 2=2+i; 

2) a lo largo de la semicircunferencia |2[=1, O<argz<un (el 
camino se ínicia en el punto z= 1); 

3) a lo largo de la circunferencia |2—a|=R. 


389, Calcule la integral Ñ | z| dz siguiendo los caminos siguientes: 


I) a lo largo deí radío vector deí punto 2=2—i; 
2) a lo largo de la semicircunferencia [2|=1, O <argz<ux (el 
camino se ínicia en el punto z =1); 
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3) a lo largo de la semicircunferencia |2|=1, —+ < argz < 
<3 (el camino se inicia en el punto 2=—1); 
4) a lo largo de la circunferencia |z]=R. -: 
390. Calcule la integral Si |zdz, donde C es un ccntomo 
Cc 


cerrado compuesto por la semicircunferencia superior | z|=| y por 
el segmento —1<x<l, y=0. 


391, Calcule la integral Í + dz, donde C es la frontera del se- 
€ 


míanillo representado en la fig. 11. 


FIG. 1) 


392. Calcule”la integral $ (¿—a)" de (1 es un número entero): 


1) a lo largo de la semicircunierencia | z—«| ++ R, O <arg(2—a)< 
<xu (el camino se inicía en el punto 2 «<a -R); 

2) a lo largo de la circunferencia [2—a|--R: 

3) a lo largo del perímetro del cuadraJo de centro en el punto e 
y de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

En los problemas 393—398 la rama de la función multiforme que figura 
como integrando se determina especificando su valor en un punto del contorno 
de imtegración. Si el contorno es cerrado, en calidad del punto inicial del ca- 
mino de integración siempre se toma aquel punto en el que se da el valor del 
integrando (debe tenerse en cuenta que la magnitud de la integral puede de- 
pender de la selección de este punto inicial). 


393. Calcule la integral (Y a lo largo de los contornos si- 
z 


guientes: 
1) a lo largo de la semicircunferencia |z[ =1, y0,V 1-<1; 
2) a lo largo de la semicircunferencia |z|-=1, y >0, VW =—1; 


3) a lo largo de la semicircunferencia |2|=1, y <0, + T=1; 


4) a lo largo de la circunferencia |z|==1, VW T+:1; 


5) a lo largo de la circunferencia |2|-=1, M—T==1. 


59 


394. Calcule la integral $ Ln zdz, donde: 


€ 
1) C es la circunferencia unidad y Ln 1=0; 
2) C es la circunferencia unidad y Ln i=5; 
3) C es la circunferencia |2|=R y LnR=InR; 
4) C es la circunferencia [2| =R y LnR=InR Fai. 
395. Calcule la integral $ 2" Ln 2dz, donde n es un número 
|z]= 
entero y AAN 
1) En 1=0; 2) Ln(—1) =xi. 


396. Calcule la integral $ 2" dz, donde a es un número com- 
J2J=1 
plejo cualquiera y 1"=1. 


397. Demuestre que $ atdz=0 como quiera que escoja el 


pz la 
valor inicial de la función ar. 
398. ¿Para qué valores de «(0 <a < 23) existen las integrales: 


1) 1= [0 ae; 2) ja 


(p es un número natural) tomadas a lo largo del radio vector del 
punto 2 =e!2> 


399. Demuestre que para Ja[+R se tiene 
$ dz < 215R 
UREA |RE=Ta TT * 
400. Demuestre las siguientes proposiciones: 


1) Si f(2) es continua en una vecindad del origen de coordena- 
das, se tiene 


Mm Ñ (reto) dy = 2:1f (0). 


2) Si f(z) es continua en una vecindad del punto z=a, se 
tiene 
d - 
Líen $ Le — 2nif (a). 
12-06 (=" 
401. Demuestre las siguientes proposiciones: 
1) Si f(2) es continua en la semifranja x>x.» 0<yY<h y el 
límite lím f(x+1y)=A no depende de y y existe uniformemente 
xo 
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respecto a y, se tiene lím Ñ F(2)dz=:Ah, donde BP, es el seg- 
x= 0 


Be 
mento 0< y <h de la recta vertical recorrido desde abajo hacía arriba. 
2) Si to es contínua en el sector 0<|z2—al|<ra 0< 
<arg(2—a) <a (0 <a <21) y existe el límite 


lím (z—a)f(2)=A, 
a-a 
se tiene 
lím Ñ F(z)dz=i¡Aa, 
r>0 », 
donde y, es el arco de la circunferencia |z—a| <r perteneciente 
al sector dado y recorrido en la dirección positiva. 
3) Si f(z) es continua en el recinto |z|>R,, 0O<arg2z< 
<a(0<a< 2x1) y existe el límite lím 2f (2) = A, se tiene 
2». 
lim Í f(2)dz=i4a, 
Row Pa 
donde ['z es el arco de la circunferencia |z|=R perteneciente al 
recinto dado y recorrido en la dirección positiva respecto al orígen 
de coordenadas. 
402. Demuestre los teoremas siguientes: 
1) Sí f(2) es continua en el recinto |2|<< Ry, Im 2>a (a es 
un número real fijo) en este recinto f (2) — 0 para 2—»o0o, se 
tíene para cualquier número positivo m 


lím Ñ glmz F(z) dz=0, 
Roo Pr 


donde Pz es el arco de la circunferencia |z|=R, perteneciente al 
recinto dado (lema de Jordan). 

Sugerencia, Al estimar el módulo de la integral a lo largo de la semicircun- 
ferencia [z|=R, Imz>0 recurra a la desigualdad sen0>>20/1 válida para 
0<0«<n/2, y al realizar las estimaciones a lo largo de los arcos pertenecientes 
al semiplano inferior (en el caso en que a < 0) recurra a que la longitud de 
cada uno de eilos tiende hacia |a| para R — 00. 


2) Si f (2) es continua en el semiplano Re2>0 (0 es un número 
real fijo) y en este semiplano f(2) —0 para z— oo, se tiene para 
cualquier número negativo t 


lim Í ef(z)dz=0, 
Re. wm Pr 
donde l'z es el arco de la circunferencia |[z|=R, Rez>0. Si f (2) 


es continua en el semiplano Rez<o0, la proposición es válida sí f 
es positivo y si Pz es el arco de la circunferencia |2|=R, Rez< 0. 


Observación. La demostración de ambos teoremas se puede ver, por ejemplo, 
en |2, capltuio V, $ 2, n*” 73]. 
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$ 2. TEOREMA INTEGRAL DE CAUCHY 11 


403. Demuestre que, si el camino no pasa por el origen de 
coordenadas, se tiene 


z 
$» 
É- Inr 4 (q + 2xntk, 
1 

donde £ es un número entero que indica cuántas veces el circuito 


de integración rodea el origen de coordenadas (2-.=refs), 


404. Demuestre que, si el camino no pasa por los puntos +i, 
se tiene 
3 


donde £ es un número o 


405. Demuestre que, si C es un contorno simple cerrado arbi- 
trario que no pasa por el punto a y n es un número entero, se tiene 


= 
=73 +ka, 


. 0) sin*e—l, 
((2—ay dz =4 2ni, si n=—l y a se encuentra dentro de C, 
e 0, si n==—] y a se encuentra fuera de C. 


406. El teorema integral de Cauchy puede ser generalizado en 
la forma siguiente: si Fe) es continua en un recinto cerrado G 
acotado por un contorno simple rectificable C y es analítica en el 


interior de G, entonces Ñ [(2) dz =0. Demuestre esto en el caso de 


un contorno estelar >. 


Sugerencia. Aceptando que C es estelar respecto al origen de coordenadas. 
considere los contornos Ci:¿=2z (0<A<I, zEC) y realice el paso al limite 
para 4 -— | (véase, por ejempio, ]l, cap. 111, $2, n> aj o 12, cap. 1, $ 4, n* 12). 


407. Demuestre las proposiciones siguientes: 
1) Si f (2) es analitica en la franja U<y<h, lim f(x-+ iy) =0 
xr 


» 


y la integral y f(x) dx existe, entonces la integral Ñ F(x—+- 1h) dx 
también existe y ambas integrales coinciden. 5 
2) Si [(z) es analitica en el ángulo O<Xargz<a (0<a<2n), 


lim 2f(2)=0 y la integral Vas existe, entonces la integral 
lo 0 


1M Los problemas de cálcuio de integrales, propues en este y el siguiente 
parágrafo, tienen en general, carácter ilustrativo. La mayoria de problemas de 
este tipo aparece en el $ 4 del capltuio 1VY dedicado a la aplicación de la 
teoria de residuos. 

2 Un contorno se denomina estelar respecto a un punto, si todo rayo que 
parte de cste punto interseca el contorno en in punto. 
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$2) dz tomada a lo largo del rayo 2=re!?, 0 <r< oo, también 
existe y ambas integrales coinciden. 
Sugerencia. Emplee los resultados del problema 401. 
ea 


408. Demuestre que fe cos 2bx dx = Y en. 


Sugerencia. Integre la función H)=e-* a lo largo de la frontera del 
l--] 


rectángulo |x| <R, 0<y <b y emplee la integral de Poisson $ etd=V wa. 


a a 
409. Demuestre las igualdades | cos x* dx = | sen x* dx = zA 
a 0 


(integrales de Fresnel). 

Sugerencia. integre la función [f(z)=el** a lo largo de la frontera de 
sector 0<|z| <R, OGargr y emplee el resultado del problema 402, 
1) (tomando 2*=(). 


E 


410. Demuestre que $ 
ó 


sen x 
x 


dx=3 (integral de Dirichlet). 


Sugerencia, Integre la función 1=E a lo largo de la frontera del recinto 
r<|z|<R, 0<argz<n y emplee los resultados de los problemas 401 y 402. 


411. Demuestre que para 0 <s< 1 son válidas las igualdades: 


- ea 
1) PR T (5)cosF. 2) $ 1571 sen xdx =P (s) sen 7 . 
0 


Sugerencia. integre la función HZ) =25-le-le a lo largo de la frontera del 


recinto r <|z|<R, -3 


401, 2) y 402, 1) y la representación integral para la función Gamma: 


n= Ñ xl=le=X dx. 
0 


<arg2-<0 y emplee los resultados de los problemas 


$ 3. FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY 


En todos los problemas de este parágralo C es un contorno 
cerrado simple rectificable. 


412. Calcule la integral a» si: 


Cc 
1) el punto 3í se encuentra dentro del contorno C y el punto 
— 3i fuera de él; 
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2) el punto — 3í se encuentra dentro del contorno C y el punto 
3í fuera de él; 
3) los puntos 3-3í se encuentran dentro del contorno C. 


413. Calcule todos los valores posibles de la integral Lu 


para diferentes posiciones del contorno C. Se supone que el contorno 
C no pasa por ninguno de los puntos 0, 1, y —1. 
414. ¿Qué cantidad de diferentes valores puede tener la integral 


(5h: donde o, (2) =(2—2,) (2—22) .-. (2—Zn) (2, +2) y el con- 
Cc 


torno C no pasa por ninguno de los puntos 2? 


415. Calcule la integral $ ¿2 ¿3 , 
Iz-a[=a E AN 


416. Calcule la integral dro donde el contorno C con- 


tiene en su interior el círculo |z| <a. 


417. Calcule la integral mu ena si el punto a se encuentra 


dentro del contorno C. 


Sugerencia. Recurra a las fórmulas para las derivadas de la integral de 
Cauchy. 
erdz 


418. Calcule la integral au ni si: 


z(I—23 


l) el punto O se encuentra dentro y el punto 1 fuera del 
contorno C; 


2) el punto 1 se encuentra dentro y el punto O fuera del 
contorno C; 


3) los puntos O y 1 se encuentran ambos dentro del contorno C. 


419. La función f(z) es analítica en un recinto que contiene en 
su interior el origen de coordenadas y está acotado por un contorno 
simple cerrado C. Demuestre que conio quiera que se escoja la rama 
de Ln2 


su 1 (2) Lnz dz=f (2) —F(0), 


donde z, es el punto de integración. 
Sugerencia. Integre por partes. 


420. Calcule la integral a] In?Hlaz, si Lna=Ina para 


a>0 y el contorno C es: 

1) la circunferencia |2|= 2; 

2) la circunferencia [2 —1|=1 y el punto inicial de integración 
es 2=1+ 1. 
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421. De acuerdo con el teorema de Lijouville, la función f (2) 
analitica y acotada en todo el plano es una constante. Demuestre 
este teorema calculando la a MS yla] <R, |b|<R) 

Za 
y estimándola para R —>00. 
422. Sea f(z) analitica en un recinto cerrado acotado por un 


contorno C; sean 2,, 22, ..., 2, diferentes puntos arbitrarios del 
interior de C y sea 0, (2) =(2—2,)(2—Z,) ... (2—2,). Demuestre 
que la integral 

Pía =¿L ( 40) ontt)—0n (2) y 


2ul ¿oy tz 


es un polinomio de grado (n—1) que coincide con f(z) en los 
puntos 2,, 24, ..., Z, (el polinomio P(z) se denomina polinomio 
interpolador de Lagrange). 

423. Demuestre el siguiente teorema (fórmula de Cauchy para 
un recinto infinito). ' 

Sea C un contorno cerrado simple que.acota un recinto finito D. . 
Sea f(z) una función analítica en el exterior del recinto D y sea 
lím f(z)=A. En estas condiciones 


too 


—f(2) +4, si el punto z pertenece al exterior del 


2 (Ll recinto D, : 


A, si el punto z pertenece al recinto D. 
El contorno C se recorre en el sentido positivo respecto al 
recinto D. 
Sugerencia, Considere primero el caso A=0. 
424. Supongamos que la función f(z) y el contorno C verifican 
las condiciones del problema anterior. 


Demuestre que, si el origen de coordenadas pertenece al recinto D, 
se tlene 


al 10) al si 2ED, 
211 as f(z)z, si 2€D, 


$ 4. SERIES DE POTENCIAS 
DETERMINACIÓN DEL RADIO DE CONVEROENCIA 


En los problemas 425-—438 determine los radios de convergencia 
de las series. 


o 


R 2 


al a=l 


425. L. 48 DF. 47. Dor. 48, hh . 
n=0 


n=l 


53ax. 1032 65 


a Y La 430 Han. 431. $ 2. 432. in 


nal n= 


433. + ya. 434. IF cosin.z”. 435. a+az. 


Salah). (an B(B40) > (BHA—1) an 
O A 


437. El radio de convergencia de la serie 3- 2” es igual a 
R(0< R< oo). Determine los radios de oidos de las series: 


y Gre a Jena a PE 
4) $ rre,2"; 5) Ade 6) Fa+zaz. 


438. Los radios de convergencia de las series o 2" y o zn 


son iguales a r, y f, respectivamente, ¿Qué se puede decir respecto 
a los radios de convergencia de las series: 


) Ja roy2 2 Fab 3) y Y 


a50 7” 
439. Sume para |z|< 1 las siguientes series: 


o e 
EJ n ¡n+41 
035 227 92 pr: 
a=0 


nel 


4) $, ym 


COMPORTAMIENTO EN LA FRONTERA DEL CIRCULO 
DE CONVEROENCIA. 
Investigue en los problemas 440—446 el comportamiento de la 
serie de potencias en la frontera del círculo de convergencia. 
o 
4 qn 
40. Y z". 441. ye 2. amm 7. 
az0 asi a=1 


443. y ex Pza, 444, = (p es un número natural). 


al aul 
E ai 
5 DG 46 Li" 


SEGUNDO TEOREMA DE ABEL 


l--] 
De acuerdo con el segundo teorema de Abel, sl la serie )) €, converge, se 
a) 
tlene 


llm Y era Y e (0<r<i). 
r>in=0 ns0 

447. Demuestre que el teorema inverso al segundo teorema de 
Abel no es justo, es decir, dé un ejemplo de una serie divergente 


2 para la cual existe el límite lím 3 c,r”. 


fF=!|nx 
448. Empleando el segundo teorema de Abel y los resultados 
del problema 439, demuestre las igualdades siguientes: 


1) Y 22 -— n|25en5| (0<l|p!<a); 


n=l 


UA (0<p<2m) 


3 Y pride m|egt | (0<l0|<=m; 


n=0 20 
O sen (2n+1 
A SO 


5) » ( y 22 in (2008 5-) (—1a<q<n); 


ral 


6) Y or ER (—a<p<m. 
n=1 


449*. Demuestre que la serie Y (— 1)1Y71 2” converge no abso- 
ne 
lutamente en todos los puntos de la frontera del círculo de con- 
vergencia. 


Sugerencia. Si z=1, divida la serie en grupos de sumandos del mismo signo 
y demuestre que estos gu os satisfacen las condiclones dei criterio de Leibniz 
para series aiternadas. Si [2|=1 y |2| % 1, recurra al teorema del problema 90 


tomando a¿=(— DF] zm, 5,1, 


450. Demuestre que, sl la sucesión fa,) de números reales posi- 

tivos tiende monótonamente hacia cero y el radio de convergencia 
ue 

de la serie > a,2” es igual a 1, entonces esta serie converge en 


AZ 
todo punto de la circunferencia |2|=1, salvo, posiblemente, el 
punto ¿=1. 

Sugerencia. Recnrra al criterlo de convergencia de Dirichlet (véase el pro- 
blema 88). 
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451. Demuestre que, si la serie Pa converge en el punto 


E=Re! de la circunferencia del círculo” de convergencia, converge 
uniformemente en todo recinto cerrado G, que pertenece al círculo 
de convergencia, se encuentra en un ángulo entre dos cualesquiera 
cuerdas de la circunferencia |z|=R que parten del punto tE y no 
contiene ningún punto de la circunferencia |z|=R, salvo el punto £. 


Observación. Esta afirmación es una forma más general del segundo teorema 
de Abeí (véase, por ejemplo, (í, cap. Il, $ 7, n* 3, 


8 5. SERIE DE TAYLOR 
DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DESTAYLOR 
En los problemas 452—486 desarrolle las funciones dadas en 
una serie de potencias Se y halle el radio de convergencia. 
452. chz. 453. shz. 454. sen*z. 455. ch*z. 


456. (a+ 2) (at =e= 100), 457, a 


l 
458. ra di 0). 459. S—úF1" 460. pq EFTp* 
461.42. 462. Arctgz(Arctg 0=0). 
463. Arshz(Arsh0O=0). 464. in (2? —32 + 2). 


z z 
465. fer az, 466. $52as, 


En los problemas 467-472 desarrolle las funciones dadas en 
una Serie de potencias de (2-1) y hisjial el radio de convergencia. 


z 
467. 242" 468. P35 FS" 469. sh 


470. YZ (yr HA. a l. Inz. 472. sen(22—23). 


En los problemas 473-—477 halle los cinco primeros términos 
del desarrollo de las funciones dadas en serie de potencias de z. 

473. ewenz. 474. Vcosz(Vcosz=1 para z=0). 

475. (1+23*=e +2, 476, ef. 477. *In(1+2)- 

478. 1) Decole en una serie de potencias de z la función 
In(l +e*) (halle la relación recurrente entre los coeficientes de la serie). 


dd Sugerencia. Halle prevlamente el desarrollo para la derlvada de la función 
ada. 


2) Demuestre que el único término del desarrollo que contiene 
una potencia impar de 2 será 2/2. 
Sugerencia. Recuerra a la Identidad In (1 4 e%)— In (1 4 e-*)=2. 
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En los problemas 479—483 desarrolle en serie de potencias de 2 
las funciones dadas, empleando para ello la multiplicación de series 
y la sustitución de una serie en una serie. 


479. [In(1—2)]*. 480. [Ln(1—2)]* (Ln 1 =2ni). 
481. (Arctg)* (Arctg 0 =0). 


z 
482. ArctgzIn(l +2*%) (Arctg0=0). 483. el-*. 
484. Demuestre que, si el desarrollo de la función 1/cosz es 
representado en la forma <= eL al y Es 21, los números E,, 
(números de Euler) satisfacen las relaciones 


E,=1, E, ES JE +..+(3 7) Em=0. 
485. Demuestre que, si el desarrollo.de la función 2/(er—1) en 


serie de potencias de z es representado en la forma F== 34 


los números B, (números de Bernoulli) verifican las relaciones 
1 , 
B,=1, a, +(*] Pg ) B++. +("7))8,=0. 


486. Demuestre que todos los números de Bernoulli de índice 
impar, salvo B,, son iguales a cero. 


Sugerencia. Recurra a la identidad A 


487. Desarrolle en serie de potencias de 2 la función zctgz2 y 
halle el radio de convergencia de la serie obtenida. 


Sugerencia. Recurra a la igualdad zctgz=i242i2/(e9+—1) que se deduce 
de las fórmuias de Euler. 


488. Desarrolle las funciones dadas en serie de potencias de z 
y halle los radios de convergencia de a series obtenidas: 
senz 


1) n=; 2) tgz; 3) Incosz; 4) 


senz" 
489. Demuestre que los coeficientes c, del desarrollo 
1 - 
=a= Lor 
n=0 


verifican la relación c,=c,_,+C,-, (1 > 2). Halle c.. y el radio de 
convergencia de la serie. 


Observación. Los números c, se llaman números de Fibonacci. 


A+B24C8__ 
490. En el desarrollo AA 2 0,7 (040) halle c, 


Cr y EN así como la relación recurrente Snte Car Cos: Y Cisa 


(n > 3). 


FUNCIONES GENERADORAS DE SISTEMAS DE POLINOMIOS 
Si en un cfrculo 11] < R tlene lugar el desarrollo 


Fl. 2= A Et, 


la función F (£f. 2) se liama función feneradora para la sucesión (f,(z)). Con 
frecuencia. algunas propiedades de la sucesión de oa Va my se pueden 
demostrar basándose en las propiedades de su función generadora 
491. Los polinomios de Bernoul) q, (2) se definen mediante el 
desarrollo 
Pl ACA 
> no” 


n=1 


Demuestre que poseen las siguientes propiedades: 
De (2+1)—0,. (2) =n27*; 
2) si m es un número natural, se tiene 


EIN +34... +(m—1); 


3) 0. (2) = -E (2) Bj" *, donde B, son los números de Ber- 


=0 
noulli (véase el problema 485). 
492. La función PEA es generadora para los polinomios 


1 —2t2+t 
de Legendre P, (2) 


vi a =Y P,(D). 

Demuestre las relaciones: 

D (A+ DPa,, (2) —(21+ 1) 2P, (2) +1 P,-1 (2) =0; 

2) Pu(2)= Pus (2) —22Pa(2) + Pa-, (2); 

8) (2n + DP, (2)= Parr (2) —Pa-, (2). 

Sugerencia. Derlve ia función generadora respecto a f y a z respectivamente, 

493. Empleando la fórmula integral para los coeficientes de la 
serle de Taylor, desmuestre e siendo —1<s<l, se tiene 


Endp 
Pa) =32 AN 


donde C es la circunferencia de radio R > 1 y de centro en el punto 


494. Demuestre que la función ra es generadora para los 
polinomios de Chébyshev 


Ta(2)= ST cos (A arccos 2). 


empleando las fórmulas integrales para los coeficientes de la serle 
de Taylor, pruebe que 4T,,., (2) —42T (2) + T4-, (2) =0 para n >2. 

495. Los polinomios de Hermite—Chébyshev A, (2) se definen 
mediante el desarrollo 

pza == $ E. pr. 
n=0 

Demuestre las siguientes relaciones: 

1) H,+,(2) —22H, (2) +2nH,-,(2)=0 (n>1l); 

2) H,(2)=2nH,-,(2) (n>l) 

3) H.,(2)—22H5 (2) +2nH, (2) =0 (n>0); 

4) Ho) =(—per EE». 

496. Los polinomios de Chébyshev—Laguerre se pueden definir 


mediante la igualdad 


dr (2ne-* , 
L, (2) =e HR . 


Halle la función generadora para la sucesión (L,(z)) y obtenga 
mediante ella la fórmula recurrente que realaciona 


La-1 (2), £L, (2) y Lar (2). 


Observación, En los problemas 492—496 se han considerado sólo algunas pro- 
piedades particulares de los sistemas de polinomios Indicados. Acerca de otras 
propiedades Importantes de los mismos, que desempeñan un papel considerable 
en la solución de dilerentes problemas de la [Ísica matemática, véase, por ejemplo, 
E cap. VII, $ 2] o R. Courant und D. Hilbert, Methoden der Mathematlschen 

hysik, vol. 1, cap. 11 y VII, Springer, Berlin, 1937. 


SOLUCIÓN DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
En los problemas 497-—499 halle las resoluciones de las ecua: 
ciones diferenciales dadas que verifican Jas condiciones w(0)=0 y 
w'(0)=1. 
497. wW—2w=32—2, 
498. (l —21)w”— 220 + n (n+ 1)w=0. 
499. (l —2*)w"— 420" —2w= 0, 
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500. Desarrolle en serie de tipo Y c,2n la función cos (mm arcsen 2) 
a=0 
een buscando la ecuación diferencial para la cual esta 
unción es una de las soluciones. 
501. La ecuación diferencial 


¿13% + [c—(a+b+ 1)2] 22 abw=0 


se llama hipergeométrica. 

Halle la solución w(z) de la ecuación hipergeométrica que es 
analítica en el punto 2=0 y verifique la condición w(0)= 1, su- 
poniendo que c no es igual ni a cero ni a un número entero negativo. 

502. Demuestre que la solución general de la ecuación hipergeo- 
métrica es de la forma (c no es igual a un número entero) 


w=C,F (a, b, c, 2) 4Cy2-*F(a+l--c, b+ 1—<c, 2—<, 2), 
donde F(a, b, c, 2) es la función definida en el problema anterior 
(la serie hipergeométrica). 

503*. Demuestre que, sí c no es igual nl a cero ni a un número 
entero negativo, se tiene 


dF (a, b,c, b 
cero A art, b+1, c+, 2). 


$ 6. ALGUNAS APLICACIONES DE LA FORMULA INTEGRAL 
DE CAUCHY Y DE SERIES DE POTENCIAS 


CEROS DE PUNCIONES'ANALITICAS 


504. Demuestre que el punto 2, es un cero de orden % para la 
función analítica f(2) st, y sólo si, en una vecindad del punto z, 
tiene lugar la igualdad f (2) = (2—2))* p (2), donde la función «q (2) 
es analítica en el punto 2, y (2) 0. 

505. Halle el orden del cero 2=0 para las funciones: 

1) (e —1); 2) Gsen21+4 2? (2% —6), 3) esnz—etez, 

506. El punto 2, es un cero de orden k£ para la función f(z) 
y un cero de orden ¿ para la función (2). ¿Qué es el punto 2, 
para las funciones siguientes: 

DES DIO 3) 

En los problemas 507—521 halle el orden de todos los ceros de 
las funciones dadas. 


507. 249, 508. 242. 509. zsenz. 
510. (1—e*) (2*—4y. 511. 1—cosz. 
a 


512, EPs: 513, 1=c82 514. ese, 
515. senvz. 516. "2, 517. senz. 518. cos? 2. 


519. cos2. 520. (WM z—2)*. 521. (1—Y 2—2cos 2)!. 


TEOREMA DE UNICIDAD 


522, ¿Puede existir un punto de acumulación para una sucesión 
de ceros (o, en general, de A-puntos) de una función que es diferente 
de una constante idéntica y que es analítica en toda la parte finíta 
del plano? , 

523. ¿Existe una función analítica en el punto 2=0 que en los 


puntos 2=L (n= 1, 2, ...) toma los valores: 
1)0,1,0,1,0,1, ...,0, 1, ...; 
A O 
e boe 
E 


524. ¿Existe una función analítica en el punto 2=0 que veri- 
fica las condiciones (n es un número natural): 


05) = E). 
mr 
525. La función sen == posee una sucesión de ceros convergente 


hacia el punto 2=1 y, sin embargo, esta función es distinta de una 
constante. ¿No está esto en contradicción en el teorema de unicidad? 


EXPRESIÓN DE UNA FUNCIÓN ANALITICA 
EN TERMINOS DE SU PARTE REAL O IMAGINARIA 


526%. La función f (2) =u (x, y) + iv(x, y) es analítica en el punto 
20 =Xo + iYo Y f(20) =Co. Demuestre que 


527. Demuestre que en las condiciones del problema anterior 
a 


En los problemas 528—531 halle la función analítica f(2)= 
=4u4 (x, y) + lo (x, y) a partir de su parte real osu parte imaginaria dadas. 
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528. u(x, y) =x"*—y +2. 
529. u(x, y) =e*(xcosy—yseny) — La 
530. v(x, y) =x+y—3. 531. v(x, y) =cos xsh y —sh xsen y. 


DESIGUALDADES DE CAUCHY 
532. Sea 


Hz) = Pr Cp 2" 
n=0 
el desarrollo de la función f (2) en el círculo |2] < R. 


2x 
1) Demuestre que 7 |f(retr) Pdo = Y, [c, er (r <R). 
n=0 
2) Demuestre que, siendo méx f (2) =M (r), los coeficientes c, 
[2l=r 
verifican las desigualdades (desigualdades de Cauchy) 


M e) 


la1<F2 (r<R). 


3) Demuestre que, si al menos una de las desigualdades de 
Cauchy se convierte en una igualdad, es decir, [cs|=M (r)fr*, en- 
tonces la función f(2) es de la forma f (2) =cp2*. 


Sugerencia. Empiee la desiguaidad 
Ste Pra < 1M mp 
que se deduce del punto me 
$633. Empleando las desigualdades de Cauchy demuestre el teo- 


rema de Líouville: si la función f (2) es analítica en todo el plano 
y acotada, esta función es una constante. 


Observación. Otro método de demostración del teorema de Llouvllle se da en 
el problema 421. 


534. Demuestre que la distancia del cero de la función f (2) == 


$ pa p col 
- 2 cn2" más próximo al punto 2=0 es no menor de ¿po 7* 


donde p es un número cualquiera que no sobrepasa el radio de con- 
vergencia de la serie y M=M (0)=máx f (2). 
tap 


ugerencia. Pruebe que la función f (2) no tlene ceros en el recinto en el que 
” Ped < |co 1 y estime |f (2) —co | empleando las desigualdades de Cauchy. 
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535. La función f (2) Y 0,2" es analítica para |z|<r. Demues- 


tre que la serie e()=Y a converge en todo el plano y que 
n=Q 


tat 
para su suma son válidas las estimaciones | y (2)] < Me * y | 9% (2)] < 
121 
< her r  (M es una constante). 


TEOREMA DE AREAS PARA FUNCIONES 
UNIVALENTES 


538. Sea f(2)= pa c,2” una función analítica en el círculo 
|z2|<1 que transionma este círculo univalentemente en un recinto G 


de área S. Demuestre que S=x $ n|c, |. 
n=1 


Sugerencia. Escriba ia fórmuia para ci cáiculo dei área S en coordenadas 
olares. 
d Observación. Si se omite ia condición de univaiencla, cada parte alslada del 
recinto G debe contarse tantas veces cuantas veces la [unción f(z) toma en el 
circulo |z| «<< i los valores correspondientes. 


537. Demuestre que, si en las condiciones del problema anterior 
la función f(z) es analítica sólo en el círculo abierto |2| <1 y si 
existe además el límite finito lim S,=S, donde S, es el área de 

fol 
la imagen del círculo |2|<r < 1, entonces la serie 2110 |? con- 
verge y su suma es igual a S/x. Demuestre también que, si 


lim S,=00, la serie > n|c, [? diverge. 
538. 1) Empleando la solución del problema 536, demuestre 
que, si f"(0)=1 y la función f (2) transforma conforme y biunivoca- 
mente el círculo |2|< 1 en un recinto G, entonces el área del re- 
cinto G es no menor que el área del circulo que se transforma (pro- 
piedad extremal de una transformación en un circulo). 
2) Demuestre que entre todas las funciones f (z) analíticas en el 
2 


circulo |[2| < R que verifican la condición $ |f(Rel>) 2 dp =M, es la 


ó 
función líneal la que realiza la transformación del círculo en el 
recinto de menor área. Halle este área, si f(0)=0 
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PRINCIPIO DE MODULO MÁXIMO 


En los problemas 539—542 recurra al principio de módulo 
máximo. 

$39. Demuestre que, si la función f (2), diferente de una constante, 
es analítica en un recinto G y no se anula, el mínimo de la fun- 
ción |f(z)] no puede alcanzarse en el interior del recinto G. 

540. 1) Demuestre que en el interior de un recinto, acotado por 
una línea cerrada simple equipotencial del módulo de la función f (2) 
(es decir, por una línea en todos los puntos de la rra Le io 
y contenido de su frontera en el recinto de analiticidad de la fun- 
ción f (z), existe por lo menos un cero de esta función f (2) 3 C). 

2) Demuestre que, si P(z) es un polinomio de grado n, las líneas 
equipotenciales de su módulo |P(z)|=C (lemniscatas) pueden des- 
componerse en no más de n componentes conexas. 

541. Demuestre el lema de Schwarz: si la función f (z) es ana- 
lítica en el círculo |z] < 1 y, ademas, f(0)=0 y ]f(2)|< 1, se 
tiene la] <|2l en todo el círculo. 

emuestre también que, si al menos en un punto interior del 
círculo |f(z)]=|2], se tiene f(z)=e'%z (au es un número real). 

Sugerencia. Considere la función f(z)/z y aplique a eiia el principio de 
móduio máximo. 


542. Demuestre que, si en el problema anterior la condición 
f(0)=0 es sustituida por la condición f(a)=0(|a|< 1), es válida 


la desigualdad ta <| Ez | para |2 |<. 


i—az 
2—a 


Sugerencia. Considere ta función 


Ft). 


CAPITULO 1V 


SERIE DE LAURENT. 
PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES 
ANALITICAS UNIFORMES. 
RESIDUOS Y SUS APLICACIONES 


$ 1. SERJE DE LAURENT 


En los problemas 543—560 desarrolle la función dada en serie 
de Laurent o bien en el anillo indicado o bien en una vecindad 
del punto señalado. En el último caso determine el recinto para 
el cual es válido el desarrollo. 


543, => en vecindades de los puntos z=0 y 2=00. 


549, —1 
(z 


—a)* 
los puntos 2=0 y 2=00. 


(a+0, k es un número natural) en vecindades de 


545. az en vecindades de los puntos z=0, z=1 y z=00. 


546. Eaam0 < |a| <|b|) en vecindades de los puntos z=0, 
z=q y 2=00 y en el anillo Ja¡ <|2|<]|b). 
222245 

$1 rn 
l<|]z]<2. 

548. Em en vecindades de los puntos 2=i y z=00. 

549. V(z—a)(2—5)(|b]>|a|) en una vecindad del punto 
z=00 (considere ambas ramas de la función). 


550. f(2)= V aa mi(2)>0) enel anillo1 <|z|<2. 
551. z%et/z en vecindades de los puntos z=0 y 2=00. 


en una vecindad del punto 2=2 y en anillo 


1 


552. el-2 en vecindades de los puntos ¿=i y z=00. 
553, cos $ en una vencidad del punto z ==2. 


554. 2* sen en una vecindad del punto 2=1, 


1 
555. e * en el recinto 0 <|z|< oo. 


556, sen zsen en el recinto 0 <|z|< oo. 
557. sen ¡3 en vecindades de los puntos z=1 y z=00 (en el 
ultimo caso limítese a buscar los cuatro primeros términos de la serie). 


558. ctgz en una vecindad del punto z=0 y en el anillo 
n<|z|<2n. 


559. In7—5 en una vecindad del punto z=00. 
560. mE en una vecindad del punto 2=00 y en el anillo 
l<]z|<2. 


561. Analice si las funciones dadas admiten el desarrollo en 
serie de Laurent en una vecindad del punto indicado: 


1) cos , 2=0; 2) cos , 2=00; 3) see, z=l; 


4) ctgz, 2=003 5) thl,2=0; 6) H,, 2=0; 


sen L y 
z 
7) m3 z=00; 8) Inz,z=0; 9) In. aida 


10) InóHl, z=00; 11) 2(=e21*), 2=0. 
2+i 


562. Analice si las funciones multiformes dadas poseen ramas 
uniformes que puedan ser desarrolladas en serie de Laurent (en serie 
de Taylor, en particular) en una vecindad del punto indicado: 


)Vz, 2z2=0; 2) Vz(2—1), 2=00; 
3) ED" z=00; 4) Y (¿—1)(2—2(—3), 2=00; 
5) Y z(2— 1), 2=00; 6) YVIi+VZ..2=1; 


DY I+V 2, 2=0; 8) Y 24121, 2=00; 
9) y 2+V2=1, 2=1; 0) y 1+ Vi 2-0 


11) Ln ((2—1)(2—2)], 2=00; 12) Ln E-DE=A, 2=00; 
13) Arcsenz, z=0; 14) Arctg(l +2), 2=0; 


15) Arsh (1 +2), z=0; 16) V F—Arcsenz, 2=1; 


1) Y F—arcsenz, =L2.. 


563, La función f(2) 2 c,2"es analítica enel aníllor <|2|<R 
Im-o 


y lo transforma univalentemente en un recinto D, 
1) Demuestre que el área S de este recinto es igual a 


S=x Y nlc,R"—r"), 
2) Demuestre que la fórmula para el área S sigue siendo válida 
aún cuando f (2) es analítica en el recinto r <|z| < R; en este caso 
ambos miembros de la igualdad pueden convertirse simultáneamente 
en el 00. 
Sugerencia. Véanse ios problemas 536 y 537. 


564. La función f(z) es univalente en el recinto |z| > 1 y 
desarrolla en este recinto en una serie de Laurent de tipo f (2)=2 


+A 
Demuestre que 


ESE 

n= 

y explique el significado geométrico de la desigualdad obtenida 
(teorema exterior de áreas). 


Sugerencia. Recurra a que para el área S,, limitada por ia Imagen de la 
circunferencia |z|=,0 > i, se tiene (2) =u +10) 


2n E - 
0<S,= f ado] Er (AÑ) de. 


[zi=r 


$ 2. PUNTOS SINGULARES DE FUNCIONES 
ANALITICAS UNIFORMES 


En los problemas 565—600 halle los puntos singulares de las 
funciones, analice la naturaleza de los mismos e investigue el com- 
portamiento de las funciones en el infinito. *) 


1 z i 


zo 
565. TT" 566. +" 567. (i=2* . 568. z (214 43% . 
et 2+i - e E. 
569. pa: 570. 2. 571. 2% 572. ¿—7. 


i 
z1(2—cos 2) * 


e? i—et 
573. ——3-. 574. 575. 576, thz. 


2 (U—e-?" pes: 
1 
pd dE z PS Al 
577. € . 578. 2e* . 579, el-?, 580, e *. 581. 


e—i'” 


1) En las respuestas no se distinguen los puntos singulares evitables de los 
puntos regulares. 
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i cos 2 ctg 2 
582. 37. 583, 5%%. 584. tgz. 585. tgrz. 586, “E, 


i 
sen z—sen a * 
zl 


(2% —4)1 


587. ctgz—L. 588, ctgz—Í. 589. 


i 
Cos zpeoS a* 591. sen —. 592. 


590. => 


i 
z—2 


593. ctgl. 594.ctgl—. 595, senl+4-4. 596..e7*cos_. 


1 1 
597.0 "7. 598. e"*. 599. sen al pl a 


sen — cos — 
z z 


En los problemas 601—610 analice el comportamiento en los 
puntos indicados de cada una de las ramas uniformes de la función 
multiforme dada (determine si el paste es regular o singular para 
la rama correspondiente; en el último caso indique el carácter de 
la singularidad). 


2 1 
601. py 2-3 , 2=4. 602. VirYz» 2=1. 


2243 A ] 
. AS) 2= 1. 6604. cos ——, 2 =1. 
603 iva z=|1 SE V7 2=1 


i E 
308: (2+V 2)cos(2 Y 2)” o 

i E iy = 7 
606. ce 77 3. ¿=(I+ 35) + dondet=x+1,2,...y2=1. 


i 2 (1-4 en 
607. —— == + 2 7» donde k=+1, +2... 


se (1+ V 3) 


y Z2=00. 


610. sen (etg 72). z=1l. 


611. Sean P, (2) y Qa (2) polinomios de grado n y m respecti- 
vamente. Describa el comportamiento en el infinito de las funciones 
siguientes: 

P 

D) PL()+Qn (2): 27425: 3) Pal2) Quiz). 

612. Demuestre la equivalencia de las dos definiciones siguientes: 

1) El punto z, se llama polo de orden n de la función f (2), si 
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para el desarrollo de Laurent de f(2) en una vecindad de z, se 
¡ene 


Ha = >] Ca(2=20)" 0470, Cn = Con = > ++ =0. 


2) El punto z, se llama polo de orden n de la función f (2), si 
en una vecindad de este punto se tiene f (2) =q (2)/(2—2,)”, donde 
y (2) es analítica y q (2,) +0. 

613. Construya ejemplos de funciones que en el plano ampliado 
tienen solamente las siguientes singularidades: 

1) polo de segundo orden en el infinito; 

2) polo de segundo orden en el punto z=0 con c..,/z* como parte 
príricipal del desarrollo y polo simple en el infinito; 

3) polos simples en los puntos 2,=w*, donde 

o=e mia (R=0, 1,2, ..., n—1). 

614. Halle la forma general de la función que en el plano am- 
plíado tiene solamente las siguientes singularidades: 

1) un polo simple; 

2) un polo de orden n; 

3) un polo de segundo orden en el punto z=0 con 1/22 como 
parte principal del desarrollo; 

3 un polo de orden n en el punto ¿=0 y un polo de orden m 
en el infinito; 

5) n polos de primer orden. 

615. Sea f(2) una función uniforme que no tiene en el recinlo G 
otras singularidades, a excepción de polos. Demuestre que la función 
Pza (derivada logarítmica de la función f(2)— A) tiene polos 
simples en todos los polos de la función f (2) y en todos los A-pun- 
tos de esta función y no tiene otros puntos singulares. 

616. ¿Qué tipo de singularidad tiene la función F (2)=f[9 Vel 
en el punto 2=2, (el caso 2,= 00 se admite), si la función q (z 
o bien es analítica en este punto o bien tiene en él un polo, mien- 
tras que el punto £,=q (2,) es para la función f (E) una singulari- 
dad del tipo siguiente: 

1) punto singular evitable; 2) polo de orden rn; 3) punto singu- 
lar esencial? 

617. El punto z, a caso 2 =00 se admite) es un punto sín- 

ular aislado de la función f(z) que transforma el arco circular 
lo el segmento rectilineo) y en un arco circular (o en un segmento 
rectilineo) y”. ¿Qué tipo de singularidad tiene la función f (z) en el 
punto 2; simétrico a z, respecto a y (la función f(z) se prolonga 
a o y según el principio de simetria), sí el punto z, es 
para f(2): 

1) un polo de orden a; 2) un punto singular esencial? 

618. El teorema de Sojotski— Cassorati— Weierstrass afirma que, 
siendo z, un punto gula esencial de la función f (2), cualquiera 


6 3ax. 1032 8 


que sea el número complejo A (incluyendo el caso Á= 00) existe 
una sucesión de puntos (z,) convergente hacia el punto 2, tal que 
lím F(2,)= A. Demuestre que el teorerna sigue siendo válido en el 


caso de un punto singular no aislado que es iimite de polos *. 
(A veces, puntos de este tipo se consideran simplemente como 
puntos singulares esenciales). 

619. Halle los límites: 


1) lím ctg?z; 2) lím 
yo im y>ia 


1 
sol 
senz' 


Contradice la existencia de estos limites al teorema de Sojotski — 
Cassorati — Weierstrass? 

Ei teorema de Plcard afirma que en una vecindad de un punto singuiar 
esenciai ia función analltica correspondiente asume infinitas veces cualquler vaior 
finito, saivo, poslbiemente, un valor que se denomina valor excepcional de Picard. 
SI se consideran ¡as funciones meromorfas, el número poslbie de valores excepclo- 
naies (Inciuyendo el oo) no pasa de dos (véase, por ejemplo, (1, cap. VIII, $ 8, n*4). 


620. Compruebe el teorema de Picard para las funciones: 
1) e; 2) e2; 3) cos; 4) tge; 5) tg?z. 


Halle los valores excepcionales para cada una de estas funciones 
y demuestre que estos valores (si es que existen) son asintóticos, 
es decir, que se puede indicar al menos una curva que termina en 
el punto singular esencial a lo largo de la cual la función tiende 
hacía el valor excepcional. 


$ 3. CALCULO DE RESIDUOS 


En los problernas 621—624 hay que calcular los residuos de las 
funciones indicadas respecto a todos sus puntos singulares aislados 
y respecto al punto infinito (si éste no es limite de puntos singulares). 


3 
62. La. 622. pa 623, ano (n es un número na- 


i 24 2—i sen 22 
tura)). 624. ZA: 625. TED" 626. EFI a 


et i 
627. En" 628. tgz. 629, nz" 630. ctg!z. 


sen 
1 1 r+L 
631. ctg* z. 632. 1) cos 31 2) 22 cos 3: 033. e *? 
i z 224 4z —i 
634. sen z sen. 635. Sn FT" 638. COS —¿F3— + 


i i 
Tie (h +0). 638. sen (n es un número entero). 


637. 


11 Se supone que en una vecindad dei punto considerado los poios son ias 
únicas singularidades. 
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i vz tez E 

639. ES 640. avi" 641. Sn (n es un número natural). 

z 

En los problemas 642—649 hay que calcular los residuos de cada 

una de las ramas uniformes de las correspondientes funciones mul- 
tiformes respecto a los puntos indicados. 


642. 4 respecto al punto z=1. 


i—z 
i 
643. respecto al punto 2=1. 
y 2— i 
20 $ 
644. yF (24 =e2 19 E) respecto al punto 2=1. 
645. Y (z—a) (2 —b) respecto al punto 2=00. 


2-0 


646. 1) Ln =p respecto al punto Z=00, 
2) e Lp respecto al punto z=00. 


647. 1) Ln = sen respecto al punto 2=1. 
2) Lnzcos 7 respecto al punto Z=1. 
648. dez respecto a los puntos 2=0 y z=00, 


649. "Ln (n es un número entero) respecto a Jos puntos 
z=0 y 2=00 (al calcular el residuo en el punto z=0 se supone 
que «40 y B=-0). 

650. El desarrollo de una función en una vecindad del punto 
infinito es de la forma f(2)=c, +1. 4... Halle res [(FH(2)*z=o- 

651. Halle res [p (2) f(2)lexa, si (2) es analítica en el punto 


a y f(z) tiene en este pue 
1) un polo simple de residuo A; 


2) un polo de orden k con la parte principal =>, Lo + ; 


652. Halle res [5 aa si: 


1) a es un cero de orden n de la función f (2); 

2) a es un polo de orden n de la función [ (2); 

653. Halle res CAS q (2) es analitica en el punto a y: 

1) a es un cero de orden n de la función f (2); 

2) a es un polo de orden n de la función f (2). 

654. Halle res (f [p (2)])..a, si la función q (2) es analítica en el 
punto a y y'(a)340, mientras que f(t) tiene un polo de primer 
orden en el punto [=p (a) de residuo A. 
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655. La función q(z) tiene en el punto a un polo de primer 
orden de residuo A, mientras que f(t) tiene en el infinito un polo 
de primer orden con la parte principal Bf. Halle res (f |g (2)1).a 

656. La función f(z), que toma valores reales en un arco! de la 
circunferencia |z—a | =R, ha sido prolongada analiticamente a través 
de este arco según el principio de simetría. Sea el punto 2 = f (B a) 
un polo de orden £ para la función f(z) con la parte principal 


R 
” Cn 
Dt 


a=1 


Halle res [f(2)]==p+., donde fB* es el punto simétrico a 2=f 
respecto a /. 
$ 4. CALCULO DE INTEGRALES 
APLICACION DIRECTA DEL TEOREMA DE LOS RESIDUOS 


En los problemas 657—666 calcule las integrales aceptando que 
el recorrido de los contornos cerrados se realiza en la dirección positiva. 


dz 
057. Lp» 
ec 


donde C es la circunferencia x?* + y? =2x, 


658. fo” donde C es la circunferencia | 2-2|=3. 


1) (2—2 
€ 


659. Se=ae=r* donde C es la circunferencia ¡2 |= 2. 


Sugerencia. Recurra a que la suma de los residuos respecto a todos los pun» 
tos singulares (Incluyendo el Infinito) es igual a cero. 


660, Farro donde C es la circunferencia |z|=1. 
661. [e donde C es la circunferencia |2|=1. 


662. E sen - dz, donde C es la circunferencia | 2|=r. 
Cc 


603. 37) sen! L dz, donde C es la circunferencia | z|=r. 


2 
064. E | rea, donde n es un número entero y C es la 


c 
circunferencia |2|=r. 
i i 1 
685. Lagarto) a 
Hijas 
84 


666. $ do 


sen 2 (1—cos 2) * 
i2l=5 


] | E) 
667. Calcule la integral 57 ET) dz, donde C es un contorno 


cerrado simple que limita un recinto G que contiene el punto z=0. 
Las funciones f(2) y £(z) son analiticas en el recinto cerrado G, 
con la partícularidad de que la función £(2) no se anula en el con- 
torno C y tiene en el recinto G solamente ceros simples 4,, 4, ..., Q,, 
nínguno de los cuales coincide con el origen de coordenadas. 

668. Sea f(2)=4,+4,2+ ... +4,2". Demuestre que 

a S “1Ho Paz =a.0,R". 

Iz|=R 

En los problemas 669 —672 calcule las integrales dadas. 


1 dz A 
869. va , donde C es la circunferencia |2|=r +1. 


1(__e (yT= 15 
670, il ARO AT (Y 1=1), donde C es la parábola y? =x 


recorrida en la dirección de crecimiento de y. 


671. 37 $araaz (a* =e* 1" 2), donde a > 0, mientras que Ces la 


recta x=a, 0 <a< 1 recorrida desde abajo hacía arriba. 


FIG. 12 FIG. 13 


dz 


—a 7 +. donde el contorno y se indica en 
alsen nz 


; 1 
Sugerencia. Consldere 2 
Y 
la flg. 12, y pase al límite para PB --» vo 
1 etdz ; 54 inaz 
672. hi7 + donde el contorno de integración C se indica 


en la fig. 13, 


INTEGRALES DEFINIDAS 


Si la función f(x) se hace Infinita para x=c(a < ce < b), el valor principal 
b 


según Cauchy de la integral $ rar se define mediante 
a 


c-8 b 
um $ ende + $ remar]. 


ec+s 


De modo natural esta definición se generaliza al caso de una Integral cur- 
vilínea. 


Si la función f(x) es continua en todo el o real, et valor principal de la 
o 


Integral $ F (2) de se define mediante. fm $ Fo) dx. 
- ÓN 


En los problemas 673—680 halle las integrales definidas. En 
el caso en que la integral sea impropia y diverja, halle su valor 
principal (si éste existe). 


Sugerencia. Tome el?== 2, 


2x 


d 
674. Far pe>2>0, 


2 
de 
es. amis (e>0 5>0). 
o 


2 
876. ara (a es un número complejo y a+-+1). 


fl cos? 3pd 
677. ¡apra (a es un número complejo y a <-> 1). 


2x 
678. Jess cos (np —sen p) dy (an es un número entero). 


xr 


679. $ tg (x + ¿a) dx (a es un número real). 


2x1 


680. $ ctg (x +4) dx (a es un número complejo e Im a 340). 
0 


681. Demuestre que para b>a >—1 se tiene 
Tr 
2 


P(a+1) 
[es NCAA 


Sugerencia. Coratics | (+3) ¿3-1 dz, donde C es el contorno represen 


tado en la fíg. 14, y haga tender hacla cero los radlos de los arcos de las clreun- 
ferenclas pequeñas. "Al calcular ta Integral a lo largo del segmento vertical, 
dívidala en dos, reduciendo éstas, mediante sustituciones 
correspondientes, a Integrales euleríanas de primera espe- 
cle; emplee asimismo la conocida relación entre las inte- 
grales eulerfanas 


B(p, n= 2H y la fórmula TO) PA) 


En los problemas 682— 688 calcule las inte- 
grales de límites infinitos. 


682 xdx 
. AFA FIG > 
-u 


FIG. 14 


684. aaa es un número natural). 


683. [a> 0). 
] 


dx 
685. y 07m (2>0, b>0). 
686. Fares 657. ] 7 (1>2 es un número natural). 


dz 
par” 


puesto por los rayos arg z=0D y arg 2=2n/a y por el arco de la circunferencia 
que los une. 


688. ¡ate a>2, 


Sugerencia, Considere la fntegral 


donde C es el contorno com: 


Observación, El método de cálculo de integrales empleado en los problemas 
687 y 688 se extiende a integrales de funciones racionales de tipo R (x*). 


87 


689. Demuestre que 


E ¡2-1 (n+4—2) . 
> e pr = yaa DAM (a y k son números naturales), 


donde C es la recta paralela al eje real que corta en el eje imagi- 
nario un segmento igual a R(k > 0). 
690. Caícule la integral 


¡ dr A 
27) zo. ( es un número naturaj). 


donde C es el contorno del problema anterior. 
En los problemas 691 —694 calcule las integrales dadas, emple- 
ando ei lema de Jordan (véase el problema 402). 


L 
x cos xadx xsen xdx 

691. E SIE 10 ; 257 —2x +10 * 

uv 


x= 
S xsen xdx 


692. A 


693. $ Ai dx (a y b <on números positivos). 
10 


“ x sen ax 
x14 94 


dx (a y b son números positivos). 


695. Sea f (2) =e'**F (2), dende m>0 y ia función f (2) posee 


las propiedades siguientes: 
1) en ei semiplano or tiene un número finito de puntos 


singulares Q,, Gp, ... 

2) es analítica en "lodos los puntos del eje real, a excepción de 
los puntos X,, Xp ..., X. que son polos simples; 

3) F(2) —0, para 200 e Im 20. 

Demuestre que 


y f(x) de = ni ( 2 es (/(2lla=os + + Le res Mlédamas ) 


donde la integral se entiende en el sentido del valor principal (res- 
pecto a todos los puntos x¿ y al 00). 

En los problemas 696—700 halle los valores principales de las 
integrales dadas (í es un número real). 


00, [Fax 697. $ a. 


? sen xdx ñ Costx cos (x 
698. S jo ar=p* 699. $ Tx dx. 700. $ ¡7 Ax. 
-m -% 
En los problemas 701-—706 calcule las integrales dadas (a y b 
son números positivos). 


e 2—_p e n ax dx 
701. Jr 702. A 2 7 
0 


o 


x= 
sen ax dx cos 2ax—cos2bx ,. 
703. ES . 704. $ RR dx . 


pue—|] 
z 


Sugerencia, Emplee la Integral | 7 —dz, donde el contorno C es el Indi- 
C 


cado en la fig. 15. 


La 
706, ( E" ax. 
0 


- - 
AR a, donde el contorno C es el 


ee 
Sugerencia. Emplee la integral $ 
C 


indicado en la fig. 15. 


FIG. 15 


En los problemas 707—710 calcule las integrales considerando 
que xP>0 para x>0 (esta condición se mantiene en todos los 
problemas sucesivos). 


707. 1) Í x2=1 cos ax dx (a>0, 0<p<l!); 
0 


2) Ñ x7=1 senax dx (a>0, —1<p<b. 
0 
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Sugerencia. Emplee la sonia ia donde el contorno C es el 


indicado en la fig. 16. 


708. Fcosxrdx (p>1) 709. fsenx"dx (]pl> 1). 
0 0 


711. Sea f(z) una función racional que tiene polos %,, %y, ..., Ln, 
nínguno de los cuales pertenece a la parte positiva del eje real ni 


DD 
7 RE 


FIG. 16 FIG. 17 


es igual a cero, y sea p un número real tal que 
lím [2+1f (2)] = lím 2P+1f (2) = O. 
2-0 zoo 


Demuestre que: 
1) Si p no es un número entero, se tiene 
7 n 
Fett — az er! Eres (lao, 


2) Si p es un número entero, se tiene 


ed (x) dx =— Y, res [2 Lnz-F(2)lamayo 


kel 
donde 
Lnz=In|jz[+iargz y O<argz<2x. 


Sugerencia. Considere las Integrales | 2Pf (2)d2 y $ 2P Ln 2-f (2) dz, donde C es 
Cc 


el contorno representado en la fig. 17. 
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Po dr 
712. Calcule | Ty (0 < p< 1). 
713. Demuestre que 


T (a) T (1 —a) = (0 <a< !). 


EL 
sen na 


Sugerencia. Use la conocida relación entre las Integrales eulerlanas 
T (a) T (b)=T (a+5) B(a. b) y reallce en la Integral, que define la función Beta 
1 


B (a, 9)=f xa-1 (1—x)0-1 dx el camblo de varlable tomando x=y/(l + y). 
0 


Observación. La relación, demostrada en el problema solamente para valores 
reales de a comprendidos en el Intervalo (0, 1), es vállda para todos los núme- 


ros complejos. Para 2 =—mn, donde n es un número natural, ambos miembros 
de la igualdad se hacen Iguai al eo, 


En los problemas 714—716 calcule las integrales dadas. 


714. 4% (—I<p<b. 
0 


ms a (-1<p<3). 


xP dx 

me lr rFT =1<p<i!, -a<i<m). 

717. Sea f (2) una función racional que en la parte positiva del 
eje real tiene solamente polos de primer orden B,, B,, ..., PB, 
y entre los demás polos suyos (si existen) ,, %,, ..., %, ninguno 
es igual a cero. Sea, además, p un número real que 


tim [zP+1f (2)] = lim [22+**f (2)] =0. 

ls z2=>= 0 

Comprendiendo por la integral. su valor principal, demuestre que 
1) Si p no es un número entero, se tiene 


$ xP[(x) dx =——I_ erro! Ss res [2Pf (2) 22, — 
h=1 


sennp 
0 


—nctg ap > Peres [Hama 


donde x" > 0 para x> 0, 
91 


2) Si p es un número entero, se tiene 


Ñ PI (x) dx=— Do res [2P Ln 2 -H(2)]a=0,— 
— $ Pain Bau) res [F(2)1e=0); 


la rama de Lnz se escoge igual que en el problema 711. 


En los problemas 716—721 calcule los valores principales de 
las integrales. 


110.5. 719. 15 


(1 <p <0). 


-] 
N 
e 
8 0 
a 
E 


0 


PX 
a. $ 7 E (0<p<. 


i—er 
— 0 


En los problemas 722—726 calcule las integrales dadas. 


> AP 


722. a EQ < p< 2). 
y 
E 
FIG. 18 


(1 4232 
tado en la fig. 18, que limita un recinto biconexo, y pase al limite para R — wo. 


1=P(|— 
Sugerencia. Considere A donde C es el contorno represen- 


[ 
723. EOS dx (—1<p<2). 
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2-P(1—2)P 
422 > 


la circunferencia | z|=R recorrida en ia dirección positlva. 


Sugerencia. Demuestre que a 2nie-P, donde Cp es 
> 0 


[ 
AP (1 K)P dx y 
E (=1<p<2). 


da 3) <<! >0. 
P 
mo. (55 Y er <<, a>0). 


(14 xP (1 —x)P an 
727. y ga a (—I<p<2). 


dx 
728. ————=— + 
la YxiI—x) 


t 
729. Calcule la integral Í Savr=»" donde Yi=ÍÑ >0 


para —1<x<l, a es un número complejo y es l. Halle, en 
a los valores de la integral para a=-w+ (0<a<m), 
== ¿y y para —l <a< 1 (el salt principal). 


Ea Pp 


730. Calcule la integral E A 


li] 
b es un número complejo y b0 y bx]. 
1 


: dx 
731. Calcule la integral | == 
| yi=x 


dx, donde 0<p<l, 


(n=2, 3, ...). 


donde C es ei contorno for- 


Sugerencia. Considere la Integrai peas AE A 
Y V—zn 
€ 
mado por ios cortes a lo largo de ios radios vectores de los puntos i, w, w2, ,.. 
q 
«+», 44%, donde o=e" , y por ia circunferencia |z2|=R >i. (Esta Integral 
puede ser también calculada empieando ia función Beta de Euier). 


En los problemas 732—737 calcule las integrales (a > 0). 


ñ Inxdx 
732. A AA: 
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inzdz 


Ara donde C es el contorno Indi- 


Sugerencia. Considere la Integral 


cado en la fig. 19. 


o o 
733. intxdx 734. $ Inxdx 


par Ñ y Vx(x+ay2" 


57 t 
in x dx i dx 
e 79 Jin (1) 1 


Sugerencia. Calcule la parte real de la Integral 
In +-2) ETA 
z pza” 


donde C es el contorno Indicado en la fig. 20, 


0 
738. Sea f (2) una función racional sin polos en parte positiva 

del eje real ni en el punto z=0 y tal que f (2) =0 6) para Z—00. 
Demuestre que 


f(x) de f(z) 
j nx -Y res [ Ln a)... 
donde a, =— 1, mientras que a,, q son los polos de la 
función Ho, diferentes de —1, y Ln 2=In e targz, O<argz<2xn. 
Sugerencia. Consldere la Integral mm e donde C esel contorno 
lo] 


Indicado en la flg. 21. 


En los problemas 739—741 calcule las integrales considerando 
que a>0 y que n es un número natural. 


dx 
739. AN (+9) (in? x +1?) ; 
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( de 
2) $ (Aa nina > 


ñ dx 
230 S AFA 
Sugerencia. Considere la Integral 
! : 1 1 
Sara +2 [ema to-e-. rat +orre—na]* 


donde el contorno C se Indica en la fig. 21 y la rama "de Ln z se escoge Igua 
que en el problema 738. 


FIG. 21 


ñ dx 
741. Sarai s 


Sugerencia. Considere la Integral 


1 1 1 1 
faralo ¿2 Y La z—(2n—2) + É -FCn e—3ale 


donde el contorno C se indica en la flg. 22 y la rama de Lnz escoge igual que 
en el problema 738, 


742. Sea f(z) una función racional que no tiene polos en el 
contorno no cerrado C que empieza en el punto a y termina en el 


punto b. 
Demuestre que 


$12) da = Y res[F(2) Ln >| + res[ +02) Lal. 
Cc 
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donde la suma se efectúa respecto a todos los polos de la función 
f(z) diferentes del oo (la rama uniforme del logaritmo fuera de C 
se escoge arbitrariamente). 


el 


FJG, 22 FIG. 23 


SY E, donde el contorno P', que limita un 


Sugerencia. Considere ' F(z) Las 


recinto biconexo, se Indica en la e 23. 


En los problemas 743—746 halle las integrales dadas conside- 
rando qué a es un número real. 


eax de 
743. $ Enea 0<a<2). 


z 
Sugerencia. Considere la integral ererz* donde C es el rectán- 


c 
gulo con vértices en —R, R, R4-2xi y —R 42m. 


744 ñ sen ax dx 
.) six  * 


ealz de ] 
Sugerencia. Considere la Integral ' hz * donde el contorno € se Indica 
€ 


en la fig. 24. 


745. Ea pre. 
0 


ch x 


746. GE. 787. (BL dr(—a<a<a). 
¿ sh x 


chax 


z 
Sugere icia. Haga uso de la Integral ¡ES donde C es la frontera del 
e 


rectángulo—a < Re 2 <a, 0<Imz<l. 


FIG. 24 


xr 


746. $ A 


i4at—2acos x 


Sugerencia. Haga uso de ia integral > donde C es la frontera 
a—er 
€ 


del rectángulo —n ¿Re 2< 5, 0< Im 2 <h, y pase al limite para A — oo. 


INTEGRALES RELACIONADAS CON LA FÓRMULA 
DE INVERSIÓN DE LA TRANSFORMACIÓN DE LAPLACE 


Desde este momento y hasta el final del parágrafo se supone 
que ¿> 0 y que C, es la recta Rez=a > 0, recorrida desde abajo 
hacia arriba, con la particularidad de que «a se ha escogido de 
manera que todos los puntos singulares del integrando se encuentran 
a la izquierda de C,. 

749. Demuestre que, si f(2)—>0 para Im2z2=—>wHLo00, d, < 
Rez< a, y la función f (2) es analítica en la franja %, < Re 2< 0%, 


entonces la integral Ñ [ (2) dz, donde C es la recta Re zZ=a«, no 
C 


depende de cómo se escoge a siempre que d, X 4 <A). 


En los problemas 750 —755 halle las integrales (n es un número 
natural). 


1 *tg 1 td 
750. Dar 7: 2 ar an e=e "0. 
L, Cc, 
] ent dz i ell dz 
751. 25 2 (2—ajya+1 * 752. 21 $ pl? 


73ax. 1032 97 


i 2etida o, 
Darlarr ar 


i el dz 1 dz 
754. 2 Ear cen: 7 FDO (pm) 
2 


753. dz 


756. Empleando la identidad T (2) F (1 —2) == 


vación al problema 713) demuestre que para Re v<O0 se tiene 


AN 
21 ) 2+1" T(v41) ” 
Y 


Tr z 
(véase la obser- 
nz 


donde el contorno y se indica en la fig. 25. 


y 
== 
FIG. 25 


Observación. Como la integral y $ e converge también para Re vz=0, 


Y 


prolonga anallticamente en todo el plano. 


1 
T(v+i) 
757. Demuestre que para Rev >—]1 se tiene 
A (etdz_ y 
2d) 2 Tv pd) 


En los problemas 756 — 769 e las integrales dadas. 


¡ est dz ett dz i e*t dz 

756. D) 37 IAEA 2) _r f Vai” 159-557 LARES Vi+z " 
eL ed i_(etiiteno 

760. Alo 761. 57 A 1d 


et (ij —e- ett d: 


aid Haga uso dei desarraiio 
— miente n0r4 o... 
ta—xY 2 
764. mn dz (x > 0). 


Sugerencia. Sastiisa C, por ei contorno Indicado en ia fig. 26. 


1 feia z 27) In (+2) e*t 
765. 2 ls aV 7 dz(a>r > 0). 766, PT EOS 


¡ ¡ e => 
197. 77 ein (E) az. 768. Ju de (0>0) 
] , 


Sugerencia. Cambie ei orden de integración. 


DN 


y, z 
FiG. 26 
700. (Lo gal ererercdr(a>0 y 6 ñ 
SS 2Ñe (a>0 y b es un número real). 
1 0 


-47 


Sugerencia. Haga uso dei hecho de que Ñ : z 
E, 


770. A partir del desarrollo en serie de la función de Bessel 
ee E (— iy z Y v+tk 
LO A rrra (3) 


demuestre las representaciones integrales (y es el contorno indicado 
en el problema 756): 


dz=0 para u > 0, 


Yo (Re v > —1). 


7 
al 
m 
| 
Pu 
n|w 


e) 


Sugerencia. Desarrolie en seríe ia función e 3 y haga uso de las soluciones 
de los probiemas 756 y 757. 


7* 99 


771. Demuestre que para Re 2>0 se tiene 
J, (2) => $ et sen- it dí, 
P 


donde T es el contorno indicado en la fig. 27, y deduzca de aquí 
que, siendo n un número entero o cero, se tiene 


Jn (2) =i f cos (z sen ¿—al) dí. 
b 


FIG. 27 


En los problemas 772—774 halle las integrales que contienen 
las funciones de Bessel, 
o 
772. feu, (t) dt (Rez > 0, n es un número entero). 
0 
Sugerencia. Haga uso de la representación infegral del problema anterior 
y cambie ei orden de integración. 
o o 
773. 1) EN (at) cos bt dt; 2) $, (at) sen bt dt (a y b son números 
0 0 


positivos). 
774, feos óx A a > |b). 
0 


Sugerencia, Haga uso dei hecho de que 


z sE 
ii Va (aty mm E a 
24 5 


u 2 2 3 
C. 2 
(véase el problema 770) y cambie el orden de integración. 


COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE INTEGRALES 2) 


775. Sea q (2) una función analitica que a la izquierda de C, 
tiene solamente un número fínito de puntos singulares, todos ellos 


1) Acerca de este Eupo de probiemas, así como acerca de ia aplicación de las 
estimaciones asintóticas y de otros métodos para obtenerias, véase, por ejemplo, 
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polos, y tal que p (2) —0 para 2—— oo y Rez<a. Sea 
i 
HO =>3,1 | oo) az. 
Cl, 


Halle lim f(t). Considere diferentes casos de la distribución 
low 


de los polos respecto al eje imaginario. 
Sugerencia, Haga uso dei iema de Jordan (véase ei probiema 402). 


776. Sea q(z) una función analítica que a la izquierda de C, 
tiene un número finito de puntos singulares y tal que q (=) —0 
para z—o0 y Rez<a. 

Demuestre que para grandes valores de f tiene lugar la igualdad 
asintótica 


27 $ et (2)d2 $ res [est p (2)], 
C, 


donde la suma se extiende a todos los puntos singulares de q (z) de 
parte real no negativa. 

Observación. Las funciones f (1) y F(t) son asintóticamente iguales para 
al y im ¿(0 
t co1f (1) F (0), si sn Fo >> 

777. Analice el comportamiento asintótico para 1--»o0 de la 
función 

i est dz 
H0=52) Aerop (Rea >0). 
778. Halle la expresión asintótica para ¿—oo de la función 


E E 
C 


2) (¿—o1) V 24 2az 


donde Vz*-+ 2az >0 para 2 >0. 


Sugerencia. Sustituya ei contorno Cy, por el contorno indicado en ia fig. 26 

Y demuestre que ias integrales a lo largo de ios arcos de las circunferencias y a 

o iargo de ia parte negativa del eje reai tienden hacia cero cuando [—00, 
o 


; €, Aer sa 
La serie > 7 se liama desarro!lo asintótico de ia función f (2) para 2 —» «e, 
n=0 


k 
sí dim 241 f(2)— a :=0 (£=0, 1, 2,...). (Esto no implica ia convergen- 
zm A 

n= 


cia de la serie!) 


12. cap. V, $3]; B. A. Oykc ax B. MH. Jlesxh, Oyukunt koMndekcioro Nepexen- 
HOro H HexoTopyle HX npahnoxensa, Pocrexmanar, 1951 (Fuks B. A. y Levin V. I., 
Funciones de variabie compieja y aigunas de sus aplicaciones), cap. 1V; 
M. A. Enrpagoa, AcuwnTtormueckne OuUeHKH Ho ueaue q yuxunn, Ousmarriaa, 1962 
(Eugráfov M. A., Acotaciones asintóticas y funciones enteras). 
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Con frecuencia se consideran también desarrollos asintóticos de tipo más ge- 
nerai. Sea (9, (2)) una sucesión arbitraría de funciones tai que lim to 
zw 
y sea fu, (2)) una sucesión que verifica las condiciones 


Bn (2) 


if Ba+1 (2) _ ; im 
o a TA 


2-0 Ya 7D 


0 
La serie )) Cnlta (2) se liama desarroilo de ia función f (2): 


aA=0 
H(2)- »> CaBia (2). 
, n=0 
si im q 0 [re Y cata 2 |=o (£=0, 1,2, ...). 


a= 2-0 
Con frecuencia a tituio de la sucesión (HH 5h se escoge la sucesión [1/2%7), 
donde «, son números reales positivos que tienden monótonamente hacia el oo. 


779. Demuestre que para x>0 


est 121,4 n mt y 
Fra ED a 


Sugerencia. Haga uso de ia iguaidad 
(—14)+ 1(In+4 


=1— 84 + 


i 
14/12 
y cstime ei resto. 


780. Demuestre que para x>0 


Per! 101.2 am 
(Fate ata e HOW an 
x 


Sugerencia, integre por partes y estime el resto. 


781*, Demuestre que para x>0U 


A 


xn 
-x 


donde la integral se entiende en el sentido del valor principal. 
782. Demuestre que para valores reales de x 


Peral (21 1 

f+ i—x Sd “Y 2! ind > 
donde la integral se entiende en el sentido del valor principal. 
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783. Demuestre que para valores reales de x 


Q tre 10 ¡peras 1 
donde la integral para x>0 se entiende en el sentido del valor 
principal. 
784*. Demuestre que 


4 Vi io 4 1-3 1-38 
n . y. 
ferran Vela ta—ar +) 


donde los signos ++ ó — se toman según sea Rez>0 0 Rez<0 
respectivamente. Si Rez=0, el sumando que antecede al parénte- 
sís puede ser omitido. 

785. Halle el desarrollo asintótico de la función 


no = 41 PEL (0>0. 


Halle también el desarrollo de f(f) para pequeños valores de f. 


FIG. 28 


Sugerencia, Sustituya C, por el contorno indicado en ia fig. 28. Para obte- 


> 
-Yx 
ner el desarrolio asintótico de ia integral fe ee haga uso de la sugeren» 
0 


Tao 
cia ai probicma 778. Para valores pequeños de f es necesario escoger C, de ma: 
i 


ZF0 en serie. 


nera que «: sea mayor que w y desarroiiar 


786. Demuestre que 


án y 


27) a O) “FX Ya (y) > 


=0 
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787. Halle el desarrollo asintótico de la función 


Ho= 5 E (8 >0 para 2 >0). 
Í: pio) 


Obtenga también la fórmula de aproximación de f(f) para pe- 
queños valores de f. 


FIG. 29 


Sugerencia. Para obtener el desarrollo asintótico, sustituya C, por el con- 


torno indicado en ta fig. 29, donde E y 1 . 


Para valores ¡pequeños de í es necesario escoger la absclsa de la recta C, mayor 
que la unidad, 


4 5. DISTRIBUCION DE CEROS. INVERSION DE SERIES 


TBOREMA DE ROUCHE 


En los problemas 788-—790 halle, empleando el teorema de 
Rouché, el número de raíces de las ecuaciones dadas pertenecientes 
al círculo |2|< 1. 

788. 21 — 22 4 22—82—2=0. 

789. 22% —2* 4-322.—248=0. 790. 27— 521 4 23—2 =0. 

791. Demuestre que, si en todos los puntos de un contorno C 
es válida la desigualdad 


lar] > [a 4az2+... +Op 2 2 +2"), 


el a +42 +... +4,2” tiene k ceros en el interior del 
contorno C, si el punto z=0 se encuentra dentro de este contor- 
nm), y no tiene ceros, si este punto se halla fuera del contorno C. 

792. ¿Cuántas raices de la ecuación 2t—52+4-1=0 se hallan en 
el círculo |2| < 1? ¿en el anillo 1<]|2|< 2? 


793. ¿Cuántas raíces de la ecuación 2:'—8z+4+ 10=0 se hallan 
en el círculo |z1< 1? ¿en el anillo 1< |2]< 3? 
794. ¿Cuántas raíces tiene en el círculo |z|< 1 la ecuación 
7" +02? +a,2 +0, =0, 
siendo |a,] >|a,|+]0e,]+1 (n es un número natural)? 
795. ¿Cuántas raíces tiene en el círculo |2|< 1 la ecuación 


<—0Q(2), si para ]2] <1 la función q (2) es analítica y verifica la 
desigualdad |p (2)) < 1? 


796. ¿Cuántas raices tiene en el círculo |z| <i la ecuación 
e—42"-+ 1=0 (n es un número natural)? 


797. ¿Cuántas raices tiene en el círculo |z|<R lla ecuación 
e =a2" (n es un número natural), siendo |a| > e*/R”? 

798. Demuestre que la ecuación 2=4—e”*(A > 1) tiene en el 
semiplano de la derecha una raíz única (y además real). 

799*. Demuestre que para p>0 tan pequeño como se quiera 
todos los ceros de la función, 


1 i ! 
A a 
pertenecerán para n suficientemente grande al círculo |z|< p. 
800. Demuestre que para p< 1 el polinomio 


P,(2)=1-+22 43224... 4217! 


no tiene ceros en el circulo |z| <p siendo n suficientemente 
grande. 


Sugerencia, Haga uso dei método de la solnción del problema 79, 


PRINCIPIO DEL ARGUMENTO 


801. La función q (2) es meromoría en el recinto G y analítica 
en su frontera C. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si |p(2)[< 1 sobre C, el número de raíces de la ecuación 
q(z)= 1, pertenecientes al recinto G, es igual al número de polos 
de la función q (2) en el recinto G 

2) Si |p| (2) > 1 sobre C, el número de raices de la ecuación 
«(z)=1, pertenecientes al recinto G, es igual al número de ceros 
de la función q (z) en el recinto G. 

3) Las proposiciones l) y 2) siguen siendo válidas, sí la ecua- 
ción y (2) =1 se sustituye por la ecuación q (z)=«, donde || > 1 
en el caso 1) y [ja|<1 en el caso 2). 

802. Sea 


PL) -24az +... a 
un polinomio que no tiene ceros en el eje imaginario. 
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Demuestre que el punto z recorre el eje imaginario desde arriba 
hacia abajo, el incremento del argumento de P, (2) es igual a kx, 
donde k es un númer> entero de la misma paridad quen y |k] <A. 

Demuestre que en estas condiciones el polinomio P, (2) tiene en 
el semiplano de la derecha (n +K)/2 ceros. 

Sugerencia, Represente Pa (z) en la forma 


Pte (1 + 22) 


Zn 


y aplique el principio de) argumento al semicireulo ]2]<R, Rez>0 para R 
suficientemente grande. 


803. Halle el número de raíces del polinomio 
2842846214523 4-82 4 4241 
en el semiplano de la derecha. 
804. Halle el número de raíces de la ecuación 
2422432421 2=0 
en el semiplano de la dereclta y en el printer cuadrante. 
805. ¿Cuántas raices tiene en cada cuadrante la ecuación 
22% —32* 43212 + 1=0? 
806, ¿En qué cuadrantes se hallan las raíces de la ecitación 
24234424224 3=0? 
807, Demuestre que el número de raíces de la ecuación 
2294 azar 14 49=0 
(a y B son números reales, 240, P 0; nes un número natural) 
de parte real positiva es igual a n, si n es par. En cambio, si a 
Ss ds este número es igual a n—! para 2:>0 y a n-el para 
<0U, 


Sugerencia, Considere el incremento de arg(22"4 0222-14 8?) cuundo el 
punto 2 describe la frontera del semicircuio de la derecha de un radio grande. 


Cuando ¡os coeficientes del polinomio 
Pr (2) =2"40j2P=14 +: Og-12 + Ga 

dependen continuamente de parámetros reales a y B, conviene, para determinar 
la relación entre los parámetros y ei número de ceros de P,(2) pertenecientes 
al semiplano de la derecha, proceder del modo siguiente (partiendo dei hecho 
de que todo cero depende continuamente de los coeficientes del polinomio): 

Construir en e) piano a, $ las curvas Py (it)=0 (tes un parámetro real), 
es decir, las curvas para los puntos de las cuales entre fas raices del polinomio 
hay raices imaginarias puras (o cero). Estas curvas dividen el plane a, f en 
recintos en cada uno de los cuales el námero de ceros de P, (2) de parte real 
osítivo es constante. Este número se puede hallar tomando un panto arbi- 
rarlo del recinto correspondiente y apiicando a éi, por ejemplo, el métcdo del 
problema 802. 
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En los problemas 808—810 determine los recintos del plano «, P, 
en los que es constante el número de raíces de parte real positiva 
del polinomio correspondiente P (z); halle este número m para cada 
uno de los recintos. 

808. P(2)=2"4+a2'+a2+B. 809. P(2)=2+a2*4+B2+ 1 

810. P(2)=2*+(a0+B)2"+(0—f)2 a. 

811. Sea f(2) =P, (2) + Q,/ (2)e7*, donde 7 >0; P, (2) y Q, (2) 
son polinomios primos entre sí, con la particularidad de que 
n>m, y f(z) no tiene ceros sobre el eje imaginario. Sea N el 
número de ceros del polinomio P, (z) en el semiplano de la derecha, 
Demuestre que, para que la función f(z) no tenga ceros en el seml- 
plano de la derecha, es necesario y suficiente que el punto 


w= Pa envuelva en la dirección positiva N veces el punto 
A 


w=| cuando el punto 2 recorra todo el eje imaginario desde abajo 
hacia arriba (sí P,, (2) tiene ceros sobre el eje imaginario, es preciso 
al desplazar el punto z por este eje, contornar los ceros de P, (2) 
por la derecha a lo largo de unas semicircunferencias de radios 
suficientemente pequeños). 


En los problemas 812—814 halle, empleando el teorema del pro- 
blema 811, en el espacio de los coeficientes a, b (es decir, en el 
plano a, b) los recintos para los cuales todos los ceros de las fun- 
ciones correspondientes pertenecen al semiplano de la izquierda, 
suponiendo que T>0 y que a y 6 son números reales. 

812. 2a+be%. 813. 2? paz +bev. 

814. 2 +(a2+4b)e”, 


815. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que sí para 
la función w=f(2) tiene lugar el desarrollo 


Hao =w +col—z) +... (C4 7 0, kz1) 


en una vecindad del punto z,, entonces para r >0 suficientemente 

equeño existe un p >0 tal que cualquier valor ww, del círculo 
w—t,|< p se alcanza exactamente £ veces en el círculo | 2 — 2.) < r 
y, además, en puntos diferentes. 

816. Demuestre, empleando el resultado del problema anterior, 
que una función analítica posee la propiedad de conservar los re- 
cintos. 

817. Demuestre, empleando el resultado del problema anteríor, 
el principio de módulo máximo para una función analítica. Demues- 
tre que este principio es válido para cualesquiera transformaciones 
continuas w=f(z) que conservan los recintos. 

818. Demuestre que, sí en las condiciones del problema 815 k=1, 
es decir, si f"(2,)>+0, la función f (z) establece una correspondencia 


to7 


contorme y DiuniVoca ente una vecinuau situpiemiene conexa del 
punto z, y el círculo |: —w,| < p. 
Sugerencia. Considere la función 2 =f-' (w) en el circulo | m—wy,! < p. 


819. Demuestre que, si en las condiciones del problema 815 
R > l, la función w=f(z) transforma biunivocamente una vecindad 
simplemente conexa del punto z, en un círculo k-valente de centro 
en el punto w,. 

820. Extienda los teoremas demostrados en los problemas 818 
y 819 al caso en que el punto z, es un polo simple o múltiple de 
la función f(2). 

821. Demuestre que, si el desarrollo de la función f(z) en una 
vecindad del punto infinito es de la forma 


O E 


existe una vecindad del punto infinito que puede ser conforme y 
biunivocamente transiormada en un círculo univalente, si A, +0, 
y k-valente, si A,=A,=...=As.,=0 y Az>0. 


INVERSIÓN EN SERIES 


822. Sea F (2) =2—a—wf (2) y sea f(z) analítica en el punto 
2=4. Demuestre, empleando el teorema de Rouché, que para |w] 
suficientemente pequeño existe un círculo K de centro en el punto 
z=a en el cual la función F (2) tiene sólo un cero (simple). Pruebe 
también que, siendo f(a)=* 0, cualquier punto de una vecindad del 
punto 2=a puede ser un cero de la función F (2), si se escoge con- 
venientemente el valor de w. 

823. Sea ¿=2 (4) una función uniforme definida para valores 
suficientemente pequeños de | w| mediante la ecuación 2 —a—uwf (2)=0, 
donde f(z) es analítica en el punto z=a y f(a) 40. Demuestre 
que para |w| suficientemente pequeño y para toda función D(2) 
analítica en el punto z=a tiene lugar el desarrollo 


o O mA da 
+ alo (a) [F(a)J"3- 

Sugerancia, Si C es la circunterencia del círculo k en el que la ecuación 

3—a—uf (2) =0 tíene solamente una ralz (véase el problema 822), tendremos 
0) _ 100 ae 
12 (e) 25) E—0—uf (E) 

Desarrolle ahora el integrando en serle respecto a las potencias de w y estime 
el resto 

824. Demuestre, empleando las denotaciones del problema ante- 

> A 

rlor, la fórmula de Lagrange O (2) =0 (a) + Y E + (0'(0) [f(a)]"). 
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Deduzca de ella, en particular, el desarrollo en serie de Taylor 
para la propia función z=2 (4). 

Sugerencia. Aplique la solución del problema anterlor a la función 
O (2) (1 —wf" (2)1. 


825. Desarrolle en serie respecto a las potencias de w cada una 
de las ramas de la función z (w) definida por la ecuación w= 22 + 2* 
(para una de las ramas 2(0)=0 y para la otra z(0) = —2), 


826. Desarrolle en serie de potencias de w e rara de la fun- 
ción 2=2(w), definida por la ecuación w= 2 ==. para la cual 
z(0)=a. 

827. Partiendo de la definición de los polinomios de Legendre 


P,(z) a través de la función ina NR (véase el pro- 


blema 492), demuestre que P,, (2) = A q = [(2— 1). 


Sugerencia. En las condiciones del problema 826, aplique la fórmula de 
] I—2 


Lagrange a la función cera. oa 


828. La función 2=2(w) se define en una vecindad del punto 
w=O0 mediante la igualdad w-=-2ze"*%. Desarrolle en serie de poten- 
cias de w: 

1) 2 (0); 2) eb ton, 

829. Desarrolle en potencias de w la función z+- 2 (1) definida 
en una vecindad del punto w=. 0 mediante la ecuación de Kepler 


z—a=iwsenz (a 0, 3, +2x, ...). 
830*. Determine el radio de convergencia del desarrollo de 2 (1) 


ohtenido en el problema anterior para el caso en que a=1/2. 


831. Demuestre la siguiente generalización del teorema de La- 
grange. Sean f(z) y q (z) funciones analíticas en una vecindad del 
punto a y sea € una circunferencia de radio r y de centro en el 
punto a tal que en todos sus puntos 


laf(23+Bq(2)|<r. 
Si 0 (£) es una función analítica de la única raíz de la ecuacfon 
2—a—af(z) —Po (2) =0, se tiene 
a=pr da+n- 


00=0() ¿NL A 10 (a) [f(a)]” (0 (0)]*), 


donde la suma se extiende a todos los valores de mm y de n, a 
excepción de m=n=0. 


CAPITULO V 


DISTINTAS SERIES DE FUNCIONES 
INTEGRALES PARAMETRICAS 


$ 1. SERIES DE FUNCIONES 


En los problenias 832—841 halle los recintos de convergencia 
de las series indicadas. 


832. y (2 haa) - 833. E (+5 >). 834. y para 


Saa 


835. Ne la». 836, ES 22 837. >» CIP 838. y RO 


ed =0 si n=0 eel 
o 
pon =] 2n 
839. Eria: 840. Dir 841. Z Gaita n' 
n= n= n= 


o 
842*. Demuestre que siendo la serie D a, convergente, la serie 
Ari 


e 5 converge siempre que |z|>+1; en cambio, si la serie 
A=i 
o -- n 

an? , 
2 a, diverge, la serie Y” ¡7 converge en el círculo de conver- 
n=l 


n=1| 
gencia de la serie Da,2" y diverge fuera de este circulo. 
n=1 


843. 1) Desarrolle en serie de potencias de z la suma de la serie 


l--] 
”. 
2 E halle el radio de convergencia de la serie obtenida, 


11 


o n z 
2) Demuestre que 2 mita 7 para |z|< 1, donde 
as 
$ (n) el la cantidad de los números naturales menores que n y co- 
primos de n. 
Sugerencia. Haga uso de la conocida relación de la teoría de los números 


según la cual 2,q(n)=m, donde n recorre los valores de todos los divisores 
de m, incluyendo 1 y m. 


o o 
844. Desarrolle la función t)=Y L=Y erzInn (Zeta es la 
n=1 n=] 
función de Riemann) en serie de Taylor en una vecindad del punto 
2=2 y halle su radio de convergencia. 


En los problemas 845—848 halle la suma de las series dadas 
(zx 1). 
Sp 1 1 
845. SN (ma): 


zn 


846. Y ===”: 


ms 


ES 


Sugeren 


847. 


. Multipllque el numerador y el denomínador por (i—2). 


848, E 
(1 4. 22+) a=1 


Pl 


Ys 


2n—] 


t 


z 
n 
o 

¡amd 


R=0 
849. Demuestre las proposiciones: 


a 
1) Para que la serie Df, (z) converja uniformemente en el conjunto 
n=1 


E €s necesario y suficiente que para todo e > 0 exista un número 
N=N (e) tal que para todo n >N, todo 2€ E y cualquier número 
n+p 


Y 12 


kh=n+1 


natural p se cumpla la desigualdad < E. 


2) La convergencia uniforme de la serie >;[f,(2)] en el con- 
S A=1 


junto E implica la convergencia uniforme de la serie D)f,(z) en 
n=] 


este mismo conjunto. 


850. Halle los conjuntos en los que convergen uniformemente 
las sucesicnes dadas: 


oh a deta) o (a). 
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851. Demuestre: 

Para que una sucesión (f,(z)) de funciones continuas converja 
uniformemente en un conjunto cerrado y acotado E, es necesario 
y suficiente que esta sucesión converja en todos los puntos de este 
conjunto y que converja continuamente en todos los puntos de acu- 
mulación del conjunto E, esto es, que cualquiera que sea la suce- 
sión de puntos z, pertenecientes al conjunto E y convergentes 
hacia el punto zo, se tenga 


Mm En (2n) =F (20) 


En los problemas 852-—-856 halle los conjuntos en los que con- 
vergen uniformemente las series dadas. 


85. El (r+)). 858. Yer”. 
n=1 a 0 

854. dl n 855. y cti 856. y E z 
r=1t n=1 me A=t 


o 
857. Demuestre que la serie y converge uniformemente en 
n=1 
el círculo cerrado [z|< 1. ¿Convergerá uniformemente en ef círculo 
[z|< 1 la serie obtenida mediante su derivación término por tér- 
mino? 


o 
858. Demuestre que la serie No converge uniformemente 
n=1 


en toda parte finita del plano de la cual se han excluido círculos 
de centros en los puntos 2=0, —1l, —2, ... y de un radio p tan 
pequeño como se quiera. 

Demuestre también que esta serie no converge absolutamente 
en ningún punto. 


o 
* zn . 
859. Demuestre que la serie DA converge uniformemente en 


n=1 


2 A 

el intervalo (—1, 0), mientras que la serie y»]2] converge en este 
=1 

mismo intervalo pero no uniformemente. (Por consiguiente, la serie 


o 

n . . . 
y no puede ser mayorizada en el intervalo (—1, 0) mediante 
n=1 
una serie numérica convergente). 


Observación. Este ejemplo prueba que el criterio suficiente de convergencia 
iniforme de Weferstrass 'no es necesario, 
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860. 1) La serie y Gia converge absolutamente para |z| > 
nu 
>0 y ljargz|<n/4 (estos valores de 2 no agotan todo el recinto 
de convergencia absoluta que, como puede verse fácilmente, se 
compone del punto 2=0 y del exterior de la lemniscata | 1 +2*|= 1). 
Demuestre que en el recinto indícado la serie converge no unifor- 
memente. 


Observación. Esto prueba que Incluso la convergencla absoluta de una serle 
en un recinto cerrado no Implica la convergencia unlforme. 


2) Demuestre que en este mismo recinto la seríe Na 
o 


n= 
converge uniforme y absolutamente, pero no absolutamente uniforme 
(es decir, la serie compuesta por los módulos no converge unifor- 
memente). 


861. Demuestre que, si la serie D) |f. (2) | converge uniforme- 
nu 


mente en todo recinto cerrado, interior de un recinto G, la serie 


> 1f,(2)| posee la misma propiedad. 
nu 


$ 2. SERIES DE DIRICHLET 9 


J 
La serie de tipo AR donde a, son coeficientes complejos y An 
Am=1 
son números positivos tales que 
A <k<... y líma,=00, 
noo 
se denomina serie de Dirichlef de exponentes positivas. 

862. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge en el 
punto z,=x, + ¿Yo, también converge en todo punto del semíplano 
Rez > Rezo. siendo además esta convergencia uniforme en todo 
ángulo |arg(z—z,)| <0 < 1/2. 

Sugerencia. Aplique la transformación de Abel a la suma 


4 q 

Paper Napet e Ant2— 20) 
=p n=p 

y haga uso de la desigualdad (a < b, z= x-+ iy) 


5 
¿letal 


| e- as —e-5z| = «ll (e- ar.—e-bx), 


21M En relación con el ciclo de problemas que se ofrece véase, por ejemplo, 
Jl, cap. 1V, $ 2, n*2]. 
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863. Demuestre que, si la serie de Dirichlet converge absoluta- 
mente en un punto 2=2,, también converge absoluta y uniforme- 
mente en el semiplano Rez> Rez,. 

De los teoremas enunciados en los problemas 862 y 863 se deduce que el 
recinto de convergencia de la serie de Dirichlet (si es que existe) es un semi- 
plano Rez'> x.(x.2>—o), mientras que el recinto de convergencia absoluta 
(si es que existe) €s un semiplano Rez > xg (x>— 00). con la particularidad 
de que la serie o bier converge absolutamente en toda la recta Rez=x, o bien 
pu converge absojutamente en ningún punto de esta recta. Los números X. Y Xg 
se llaman respectivamente abscisa de convergencia y abscisa de convergencia abso- 
tula de la serie de Dirichlet. 


En los problemas 864—S70 halle fa abscisa de convergencia 
(x.) y la abscisa de convergencia absoluta (x,) de las series dadas. 


864. Yle-""e-="". 865, SEL p-zimina, 


n=s 


a=0 
866. Sie e-2 Inma, 
nz=3 Va 


867. Y (—1)"e-*tnima, 868. Y (12-292, 
ul 


869. NiLez 5”, 870, Nerea, 


n=t r=0 
871. Demuestre que siendo lím 50, se tiene 
no n 
xo= x= fim "tol 
no n 
872. Demuestre que siendo Tim 52 =1, se tiene x,-—K.< l. 
n+» uo n 


En los problemas 873-—877 analice la convergencia de la serie 
de Dirichlet en la frontera del semiplano de convergencia. 


873. Y (—Iyre-stun, 874. Y Le-=tox, 


a=1 n=1 

875. Y Fe". 878 Y ler. 
rn=1 n=t 
E ¿giro 

877. y) E e, 
n=1 


Sugerencia. Véase ei probiema 449. 


En los problemas 878 y 879 se consideran series de Dirichlet 
de exponentes complejos. 
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878. Supongamos que los números A, verifican las condiciones 


lim'*2=0 y mn! 


n-w An no 


=k=< oo. 


Demuestre que para a < arg, < B la serie de Dirichlet converge 
absolutamente en todo punto 2=x-+iy, para el cual se cumple 
la desigualdad xcosq—ysenp—k >> 0 cualquiera que sea qp de 
[a, B] y diverge en todo punto tal que para todo q de [«, P] 


x cos p—ysenp—k<0O0. 


879. Sea dada una serie arbitraria de Dirichlet D) a,e-%*, Sea 


nul 
— l 
k(o a) = lim Ho y k(0)=lime(p, a), donde ¿n,) es la suce- 


sión de todos los índices para los cuales p—«a<argdn <p+2 
(si no existe una subsucesión (n,) tal que límargdn, =p, debe 
M- 0 

tomarse R(p) = —o0). 

Demuestre que siendo tim22=0, la serie converge absoluta- 

nro rn 

mente en el interior del recinto G cuyos puntos 2=x-+ ¿y verifí- 
can para todo q la condición xcos p—ysen p—k(p) > 0 y diverge 
en todo punto que se encuentra fuera de G. 


$ 3. INTEGRALES PARAMÉTRICAS 


CONVERGENCIA DE INTEGRALES 


880. Demuestre el teorema: 

Sea C un contorno simple (cerrado o no cerrado) de longitud 
finita y sea f(r, 2) una función analítica respecto a la variable z 
y continua respecto a t para todo z de un recinto D y para todo 
punto t perteneciente al contorno C. En estas condiciones, la fun- 


ción representada por la integral Fí)=V HH, 2) dí es una función 
e 


analítica de la variable z y 


F (2)= Ñ Fo(r, z)dr. 


Si ia integrai Vea, 2) dr es impropia, es decir, si ei integrando es discon. 
Cc 


tinuo para aigunos vaiores aisiados T E C o ei contorno de integración conticne 
ei punto infinito, ia definición de convergencia y de convergencia uniforme de 
tai integrai es compietamente análoga a ias definiciones correspondientes que se 
dan en ei curso de anáiisis matemático, 


Ss li5 


881. Demuestre que para la convergencia uniforme de la integral 
WO z)dv en un conjunto E respecto a un punto 1,400 del 


zontorno C es necesario y suficiente que cualquiera que sea e >0 
exista un número $(e) tal que 


$ Fr, 2) de 
€ 


<XBe 


para todo punto z del conjunto E y para todo arco C, del contorno 
C que pertenezca a una 0—Vecindad del punto T, y que no con- 
tenga este punto ni en su interjor ni en sus extremos. 

882. Enuncie y demuestre un criterio análogo de convergencia 
uniforme de la integral en el caso en que 1,=0o0. Considere los 
casos en los que el contorno C no es acotado en una o en ambas 
direcciones. 


883. Demuestre que la integral $ f(r, 2)dr converge uniforme- 
Cc 


mente en un conjunto E si |f(v, 2)|<|*(v) para todo punto z 
del conjunto E y si $ Ly (7) | dy converge. 
ec 


884. Sea f (r, 2) una función analítica respecto a z y continua 
respecto a t para todo punto 2 perteneciente a un recinto D y para 
los puntos T ore a un contorno C, salvo so puntos 
aislados del último, donde las condiciones requeridas de la función 
f(t, z) se alteran o bien para todos los puntos z o bien para algu- 
nos de ellos. 

Demuestre que, si la integral impropia 


Fí)=Í|fG Ja 
Cc 


converge uniformemente en el interior del recinto D (es decir, en 
todo subrecinto cerrado del recinto D), la función F (2) es analítica y 


F)=[Lar, 
siendo la última integral uniformemente convergente en el interior de D. 
En los problemas 885—392 halle los conjuntos en los que con- 
vergen uniformemente las integrales indicadas. ” 


885. Po) =|tmie-tat (t2-1 2-1) Inl), 888, ferra, 


887. pe. 888, Era 889. pe 


€+lo 
zl t 
890. $ 5 dt(c40). 891. | Fat(c40). 
892. $ Za (040, ¿et 12, 


INTEGRAL DE LAPLACE 
La integrai de tipo 


Ver ioar, (1 
0 


donde ia función f (1) es Integrabie en ei segmento (0, a] para cuaiquler posi- 
tivo a< o, se iiama integral de Laplace. 


893. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Sí la integral (1) id en el punto z=2z,, converge en 
el semíplano Rez > Rez,, siendo la convergencia uniforme en el 
ángulo | arg(z—2,)| <0 < n/2, 

2) Si la integral (1) converge absolutamente para z=2,, con- 
verge absoluta y uniformemente en el semíplano Rez > Rez,. 


3) Si lim OL =p, la integral (1) converge absolutamente 
low 


en el semiplano Rez>B y uniformemente en todo semiplano 
Rez>PB-+e(e>0) (construya un ejemplo de una integral de La- 
lace que sea absolutamente convergente en todo el plano y para 
a cual PB =00). 
4) Sí lim ma pa! =0a, la integral (1) no converge absoluta- 
too 


mente en ningún punto del semiplano Rez <a. 


De ios teoremas, enunclados en ei probiema 893, se deduce que ¡os recintos 
de pi np de convergencia absoluta de ia Integrai de Lapiace (si es que 
estos recintos existen) son unos semiplanos Rez> x, y Rez > Xg; el número xo 
se iiama abscisa de convergencia y xy se iiama abscisa de convergencia absoluta de 
ia Integrai de Lapiace, 


En los problemas 894—900 halle x,. y x, para la integral 


V e-*!f (£) at, donde F(t) es la función dada. 
0 


894. f(1)=1. 895. f(t)=e"". 896. F(t)=e". 
e? para 0<t<Inin3 y 
inin2£ << In In (24 4-1) (K=2 3, ...) 
897. H()=3 —e-* para Inin (2241) <1< In In (2 +2) 
(k=1,2, ...). 
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H4D= 


898, f (t) = 


899. F(()= 


900. f(1)=" 


E” para 0<t<Inin3 y Inin2*<t< 
< InIn(2e+1) (£=2, 3, ...) 


1 
—e=* para in la ee yr Sin in (2-4 2) 
(E= E 


e” para 0<f<inin3 y ininlk<t< 
<inin(2£+ 0D (£=2, 3, ...). 
—ef" para Inin(2%+ 1) <1< In In (24 4-2) 
(k=1, 2, ...). 
Í et para In(2*k—1)<?t<In2k (k=1, 2, ...) 
l —el para m2 <t<IMR+1) (6=1, 2 ...) 


En los problemas 901—804 analice la convergencia de las inte- 


grales de Laplace Se=f (t) dt en la frontera del semiplano de con- 
i 


vergencia. 


901. f(t)=1. 802. f (1) =0 para0<!< 1, f (1) =1/1* para l > l. 
903. f(t)=0 para 0<1i< 1, f(1)=1/f para 1 > 1. 
904. f(1)=0 para 1=0, F(t)=1 para 0<1<1 y para 1 >1 


Í (t) se define del modo siguiente: 
j F0+1, si (41) <14+41<(2k)* 
VU FO—1,si Qky<i4+1< (2419 (6=1, 2 ...). 


CAPITULO 1V 


PRODUCTOS INFINITOS. 
FUNCIONES ENTERAS Y MEROMORFAS 


$ 1. PRODUCTOS INFINITOS 
En los problemas 905—911 demuestre las igualdades dadas. 


905. í (1—-)=3- 908, H (+3) -2 

s07. Ti =+=4. 08. 11 (12 )=3. 

909. 14 => 910, Tí [1 + Lu] 1, 

911. ñ E. donde c- Jim (Y 7—Inn) Elida: 
7 = 


tante de Euler, 


912. Demuestre que 154 cos =7 =*2. 


Sugerencia. Demuestre primero la Identidad 


sen p=2* sen E 11 cos + Sr : 


913. Usando la solución del problema 912 demuestre que 
2 2 2 
Vii ve TA) ""» 
V2V2+Vy2 V 24+V2V% 


914*. Demuestre la fórmula de Wallis $ = II pe ip) Ñ 


E 12n— 


_ xn 
=>+_. 


8 


915. Demuestre que, tomando como de costumbre —a < arg p, < Y, 


el producto infinito ll », converge y diverge a la vez que l: serie 
n= 


Y In p,. 


ni 

916. Examine si sigue siendo válida la afirmación del problema 
anterior cuando se conviene en que 

1) O< argp, < 2x; 

2) a<argp, < a+ 2n(— 21 < a < 0). 

917. Demuestre que para la convergencia absoluta del producto 


infinito I] (1+a,) (es decir, para la convergencia absoluta de la 
n=l 


serie $ in (1 +a,) es necesario y suficiente que la serie Na, con- 
verja "absolutamente. o 

918. Los productos Ú Pn Y ÑÍ q, convergen. Analice la con- 
vergencia de los productos: e 


y (+) 2 1 (0.91); 3) 1 pao,: 9 11 £2. 


En los problemas 919-—923 investigue la convergencia y la con- 
vergencia absoluta de los productos dados. 


s19. Y pi E] sl] 2-». 
nel n=1 


s21. 11 E +] >0. 922. CS (p > 0). 


E o 
923. ]] cosz,, si se sabe que la serie Y [2,|* converge. 
n=1 


924. Demuestre que en el interior del círculo unidad 
ñ a i 
X, cid 1=z* 


con la particularidad de que el producto converge absolutamente. 


En los problemas 925-933 halle el recinto de convergencia de 
los productos. 


o 


925. Í 0”. 926. Í (1 +5) . 927. TH (1-4 ; 


e28. 11 p—( 4) "2"] . 929. Í E +(1 ++)"=] 3 


nes 
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930. Il cos. 931. ][—2. ss2. 1] (je, 


A 
no51l n=1 ¿Plan n=1 


933. Il (1 +c,z), si se sabe que la serie |c, | converge. 
nal n=1 


934. Demuestre que el producto 

= —iya+1 : 

U [! +] (1% := e? inn) 
converge en el semiplano Rez > 1/2 y converge absolutamente en 
el semiplano Rez > 1. 

935. Sea (f,(2)) una sucesión de funciones analíticas en un 

recinto G, con la particularidad de que todas estas funciones, a ex- 
cepción de un número fínito de ellas, no se anulan en el recinto G. 


Demuestre que la función F (2) =1I [1+F,(2)] es analítica en el 


n=1 


recinto G, si |f, (2)] <a, para todo 2€ G, donde a, no depende de 
a 

z, y si la serie D) a, converge. 
nal 


En los problemas 936-—939 se establecen algunas de las propie- 
dades de la función Gamma que se desprenden de su definicion 
como límite de un producto infinito (véase, por ejemplo, |l, cap. 
VII, $ 4) o [2, cap. VII, $ 1)). 

936. Demuestre que el producto 


n+1 
n— 


Pl (E) (EE) 407) 


converge absolutamente en todo el plano, a excepción de los valo- 

res de z iguales a los números enteros negativos, y representa una 

función analítica en todo el plano, salvo los puntos 2=—1, —2, ... 
937. Demuestre la fórmula de Euler 


T(2= lím mias (14 =e In n) 
an» 2(2+1)(2-42)... (2+n) 


y pruebe que: 
DT(4+1=zr (3); 
2) T(m+1)=m!, donde m es un número natural. 
938. Demuestre que 
de a O CI ad) E, 
aaa arpn APR L—A. 
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939. Demuestre la fórmula de Weierstrass 


i z 3 z -z 
rey H (1+5). , 
donde C es la constante de Euler. 


Sugerencia, Haga uso de fa solución del probfema 9ff. 
940*. Sea Pp, Pa ---» Pas --- la sucesión de todos los números 


(p,=2, p=3, ps=5,...) y sea E(s)= z nos (nos=e-"sit 1) la 


función Zeta de Riemann analitica en el semiplano Res > 1 (véase 
el problema 844). Demuestre que: 
l 
Ds =>3 
Í 50 
nel 
2) la función ¿(s) no tiene ceros en el semiplano Res > 1. 
Observación. Existe una amplia bibijografia dedicada ai estudio de ia función 


Zeta. Véase, por ejemplo, la monografia: E. C. Titchmarsk, The theory of the 
Riemann Zeta-function, Clarendon Press, Oxford, 195i. 


941*. Demuestre que la serie yl , donde ¿(p,) es la sucesión 
a=1? 
de los números primos, diverge. 


$ 2. DESARROLLO EN SERI|ES DE PRACCIONES SIMPLES Y EN 
PRODUCTOS INFINITOS. SUMACIÓN DE SERIES 


942. Sea F(z) una función meromoría de polos simples en los 
puntos a,, 44, ..., Gp, .- ., donde 0< |a,|<la,|<... y Mm a, = 00, 


Sea A, el residuo de la función f(z) respecto al polo a, (ma L, 2,. 
Supongamos que existe una sucesión de contornos cerrados E que 
verifica las condiciones siguientes: 

1) C,, no pasa Por ninguno de los puntos a4,; 

2) cada contorno C,, está contenido en el interior del contorno C.,,,.,; 

3) la distancia minima entre el contorno C,, y el ori de coor- 
denadas (designérnosia mediante R,,) crece sin límite cuando mm —+ 00; 

4) la razón entre la rl £;n del contorno C,, y Ra se man. 
tiene acotada, es decir, £,, =0(R. 5 

5) máx |f(2)]=0(R,) “la condición 5 se cumple obviamente si 

2€C, 


la función "Hz) es acotada en todos los contornos C.,). 
Demuestre que en estas condiciones tiene lugar el desarrollo de 
la función f(2) en fracciones simples 


Ha= 0+E4 (+2) 


y que la convergencia de la serie será uniforme en todo recinto cerrado 
que no contenga los puntos a,, si bajo el signo de la suma se agru- 
pan los sumandos correspondientes a los polos comprendidos entre 
Ca y Car (m=1, 2, ...). 


Sugerencia. Apiique ei teorema de ios residuos a ia integrai 


(Ga 
211] E(E—2) 
Cm 
y pase ai iímite para m-—» oo. 
Observación. En reiaclón con diferentes generaiizaclones dei teorema enunciado 
véase, por ejempio, ]t, cap. IV, $ 4, n* 1). 


En los problemas 943—950 demuestre la validez de los desa- 
rrollos. 


2 CA TE 

3. lg a A EA 
a=1 nel 

945. tg2=)Y, E , 


== (1Y (2n— 1) 
e” a 946. a" 
n=1 E —z 


[Y 02)" 
o 


947. thz=)Y, Ez 


a [ET ACC STE 
ni zi+ Epa] Ñ 2... shz ¿+2 aaa 


o > 
z 2 22* ¡ l 
949. 31-342 0. 950, o 


951. Sea f(2) una función entera de ceros simples en los pun- 
tos 2,, Ay, -.-, q -.., donde 0<|a,|<|a,| < 


n—-w 
Supongamos que existe un sistema de contornos (C,) que verifica 
las condiciones 1), 2), 3) y 4) del problema 942 y tal que 


OI 
máx =| Tia) 1 (Ra). 


Demuestre que en todo el plano tiene lugar el desarrollo 


. y lim a4¿=00. 


eta, 


Ho =1(0)0* 1] (1-2) 0% 


n=1 


En los problemas 952—958 demuestre la validez de los desa- 
rrollos. 


952. senz=2 1] (1— Za). 


n 


953. coss=11 (1 dd 


954. sh2=z I (1+ 


2) 


955. ha y + lanena)' ». 
956. e—1 ur ú € Fa) 


957, 0er (ab 20 PTY [1 A. 


3e 4n3n1 


953. ch is] € + nx). 


hxu=l 


959. Sea f(2) una función meromorta con un número finito de 
polos 4,, 4 ..., 4, que no coinciden con ninguno de los puntos 
2=0, +1, +2, ... Demuestre que, si existe una sucesión de con» 
tornos (C,) que tienden al punto infinito y tales que 


lím $ HG) ctgnzda=0, (1) 


entonces y Hn)=—x Pa res [f (2) ctg n2lomas. 


n=-w 
960. Demuestre que, á en las condiciones del problema anterior 
la condición (1) es sustituida por la condición lím yes -— 0, 
. aa e sen 12 


nn 
entonces 


y Ia Eres [2 La lia 


sen uz 
n-w 


En los problemas 961—+968 halle la suma de las series suponiendo 
que el número a es tal que ninguno de los denominadores se anula. 


E i 5 (iy mm ¡ 
961. 2 ami 962. E EN 963. Lam: 


964. Da es. Y) EL. 968. td 


n=0 n=0 aa? nun lap 1" 


967. E per (k es un número natural). 
nu 
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Sugerencia. Demuestre primero que, sí z=0 es un poio de la función f (2), 
ia fórmuia para ia suma de ia serle estabiecida en ei problema 959 sigue slendo 
válida, slempre que en su mlembro de ia Izquierda ia suma se extlende a todos 
log vaiores de nm desde—oo hasta+o0. saivo ei valor n=0. Para caicuiar 

ctgnz 

zh 


l. conviene empiear ei desarrollo del problema 487. 
=0 


968. Y (—1y ZE a <b<m. 


ar—n 
nel 


Sugerencia. Haga uso de la Integral zelhe dz (C, es un contorno 
policia ee (ai—=2senaz *” AS 


dei probiema 960). 
969. Demuestre que 
vi 


A A 5 
2 (1-3) ni-3 ' (622) Via + ¿e [n (2 —V 3)]. 


FiG. 30 


zctg n z dz 


_—¿gnede donde Ces el 
2-3 V 1-3 A 


Sugerencia. Haga uso de la integrai í 


La 
contorno que limita el recinto blronexo indicado en la fig. 30, 


$ 3. CARACTERSTICAS DE CRECIMIENTO 
DE FUNCIONES ENTERAS ') 


Sea f(2) una función entera y sea M(r)= EA IF(2)1. El número 
Tjer 


ae O) 


se llama orden de la función entera.Sl O < p < oo, el número 
row 


1 En relación con ios probiemas de este parágrafo véase E. 4. JTesun, Pac" 
npenenente Kopueñ uenux ymxunh, Pocrexmazar, 1956 (Levin B. Y., Distribu* 
clón de raices de funciones enteras), asi como Ji, cap. VÍi. $ 1). 
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a= lim 

f. 0% 
F(z) es una función de tipo minimal: si g=«o, se dice que ia función f (2) es 
una función de tipo maxímal; si 0 < 0 < «o, se dice que ia función f (z) es una 
función de tipo normal. 


lim pa RUS) se llama fipo de ia función. Si 0=0, se dice que ia función 
e 


970. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si poo y 0720 son el orden y el tipo respectivamente 
de la función f(2), para cualquier £>>0 se puede indicar un nú- 
mero R(e) tal que para r>R son válidas las desigualdades 


M (r) < prat. y M (9) < ela+a) rP 
Se puede indicar también unas sucesiones de números (r,) 
y (r;) convergentes hacia el infinito para las cuales 
MEJ>e7 y Mir) > A Dr, 
2) Si para algún número natural £ se tiene 


o< Tm 40 o 
yk 


ro 


f(z) es un polinomio de grado k (y, por consiguiente, existe 
lim mea). 
T 0% pk 
Sugerencia, Haga uso de ¡as desigualdades de Cauchy para los cocficientes 
3 
de ia serie de potencias f(2)= D) ca2”. 
a=0 


3) Si F(2) es una función entera transcendente, se tiene 


ñí mM mM 
nr 


En los problemas 971—983 determine el orden y el tipo de las 
funciones indicadas (nr es un número natural). 

971. cy +C 2714... HC. 

972. e" (a >0). 973. 2"e%, 974. 2te*—e” 

975. e: — 36, 976. e0-N%, 977. senz. 

978. chz. 979. ecosz. 980. cosV z. 


13 
981*. 2 (m es un número natural). 982. e”. 


> 
9839. [er at. 
o 


984. Una función entera f(z) es de orden p y de tipo 
o(0<o< 00). Demuestre que la función P(2)f(z2)+Q (2), donde 
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P(2) y Q(2) son polinomios cualesquiera, es también de orden p y 
de tipo o. 

985. Las funciones enteras f,(2) y f,(z) son de orden p, y Pa 
p,*P, respectivamente. ¿Qué se puede decir acerca del orden p” 
de las funciones f, (2)f,(2) y f, (2) +f,(2)? 

986. Las funciones enteras f, (2) y f, (2) son de un mismo orden p 
y de tipo 0, y %, 0, %0,, respectivamente. ¿Qúe se puede decir 
acerca del orden p* y del tipo o* de las funciones: 

DAGA, 2 E (J+f. (2? 

987. Las funciones enteras f, (2) y f. (2) son de un mismo orden p 
y de un mismo tipo o. ¿Qué se puede decir acerca del orden p* y del 
tipo o* de las funciones: 


DADO, 2D A(0)+f(2) 
988*. =D ne 2,>0 (n=1, 2 ...), lim L= 


=0a>0, Mm .P< o. 
Demuestre que Hz) es una función entera de primer orden y que 
su tipo o es tal que na<o<mxb. 
989. ma= 5 (1-2). %,>0 (n=1, 2, ...), 2 es un nú- 
= n 
mero natural. Demuestre las proposiciones: 
1) si lim =0 entonces f(2) es una función entera que crece 


n= «a 


no más rápidamente que una función de orden k y de tipo mínimo, 


2) si lím 20 y Ex ¿ < oo, entonces f(2) es una función 


no An =1 A 
que crece no menos lentamente que una función de orden £ y de 
tipo máximo. 


Sugerencia. Haga uso del método de solución del probiermna anterior. 


990*. Demuestre que el orden y el tipo de una función entera 
no varían al derivar la función. 


Resuelva los problemas 991-998 basándose en el teorema si- 
guiente. 
Si el desarrollo de una función entera en serie de potencias es 


de la forma f(2)= $ €,2”, entonces el orden p y el tipo o de esta 
An=0 
función se determinan por las igualdades 


== ER paar A 

e= lím 202 ; (oep)” = Tim (n* y Tc,)). 
R=W lp |— n= 

Cn 
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991. Demuestre que la función entera 


Ha= NA (4>0, a>0) 
a=0 


es de orden p=l/a y de tipo o=A'z. 
Sugerencia. Haga uso de la fórmula de Stirling 


Pano (207 Vina [+0 (+)] ] 


En los problemas 992-—998 halle el orden y el tipo de las fun- 
ciones dadas. 


992. f(2)= s (5). 993. f(2)= S fienye 2" (a>0). 


994. F(2)= Y, (mm) "+ (a>0). 9 f(hm ert. 
99. H)= DG += (a>0). 997. f(2)= y in 
ne=l a=0 


= (iy za .e 
998. A (v>—1; J,(2) es la función 
de Bessel de v-ésimo orden). 


Si p es ei orden de ia función entera f (2) (0<p < 00), la función 4 (p) = 


Tim m PLLCEN) se llama indicatriz de crecimiento de la función f (2). 
Aa 


En los problemas 999—1005 halle el orden p y la indicatriz 
h(p) de la función correspondiente. 
999. e*. 1000. e*+2?. 1001. senz. 1002. cos2z. 


1003. chz. 1004. e". 1005. mz 
z 

1006. La función entera f (z) tiene la indicatriz hR(q) y P (2) es 
un polinomio. ¿Cuál es la indicatriz h*(«p) de las funciones 

D) Ha +P (2), 2) F(2) P (2)? 

1007. Sea P(z) un polinomio cualquiera. Dé un ejemplo de una 
función entera f (2) (de orden finito diferente de cero), cuya indicatriz 
h(q) es igual a cero en cierto intervalo, mientras que la indicatriz 
de la función f(z2) + P(z) es negativa en ese mismo intervalo. 


CAPITULO VII 


INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY. 
FORMULAS INTEGRALES DE POISSON 
Y DE SCHWARZ 


$ I. INTEGRALES DE TIPO DE CAUCHY 
La integral de forma 


i sj 


A 


21 
donde C es un contorno suave * (cerrado o no cerrado) y p(() es una función 
Continua en el contorno C, a excepción, posibiemente, de un número finito de 
puntos, donde tiene discontinuldades Integrables, se ilama integral de fipo de 


Cauchy. La fur.ción q (1) se llama densidad y == núcleo de la Integral. La 
Integral de tipo de Cauchy representa una función F (z) analltica en todo recinto 
que no contiene puntos del contorno C. Además 

af ltd (1 
2d) Ear 


FM (2)= 


Supongamos que q (£) verillca en el contorno C la condición de Lipschitz de 
orden a (0 < a. 1) (brevemente, q (2) E Lip a), es decir, 


Ip ()—e(t)) <A]: —£al0, 
donde los puntos f, y fs pertenecen al contorno C y KA es una constante, En 
estas condiciones, sí el punto £/¿ del contorno no es un extremo suyo, existe la 
integral singular 
910) de 


1 
F =-_ Ñ 
(Lo) ATA a Lo 
definida como el valor principal de la Integral de tipo de Cauchy. 


1 Entendemos por contorno suave una curva simple (es decir, que no se 
interseca consigo no! Con una tangente que varía continuamente y sin puntos 
de retroceso. Cabe señalar que las condiclones impuestas al contorno C pueden 
ser considerablemente ampliadas. Véase H, H. [Mpusaaos, Vpannunue caoñcrea 
AHAJKTHUECKHX PyHkunh, M.—J1,, 1950 (Priváloo 1. [., Propiedades de frontera 
de funciones analíticas). Se pueden considerar tamblén contornos compuestos 
por un número finito de contornos del tipo señalado. 
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Este valor principal se puede expresar a través de una Inlegral Impropia 
corriente medtante la lórmula 


E 5) pp 21 
Frd= 5 $ A 


donde los puntos EN b son los extremos del contorno C, sl éste no es cerrado. 
La rama uniforme de Ln se escoge de manera que en el caso de un contorno 
cerrado (a=5) el término con el logaritmo desaparezca y la fórmula adquiera 


la forma 
uo OD a 0 to)e 7) 
Cc 


Si designamos mediante F* (Lo) y F- (Lo) los valores frontera de la inle- 
gral F (2) de tipo de Cauchy cuando z—>» £o por la izquierda de C y por la 
tio de C respectivamente, tendremos de acuerdo con las fórmulas de 
Sojots 


E f)=FE)+H oo. 
6 

F- (Lo) =FGo)—$ 0 o), 

o bien 


Fo) =3 [F+ (L)+F= (Eolo 
F* G)—F- K)=0 (0) (4) 


Si C es contorno cerrado que se recorre como siempre, F* (£) son los valores 
frontera de la función F+ (2) definida en el interior del contorno (recinto D*), 
mientras que F= (£) son los valores frontera de la función F” (2) definida en el 
rare Et EN (recinto D-) 1. Véase, por ejemplo, [!, cap. 111, $3] o 

, Cap. Ñ 1. 


1008. Demuestre que, si C es un contorno cerrado y la densidad 
de la integral de tipo de Cauchy o)=3 a puede ser re- 
€ 


presentada en la forma y (8) =q* (E) +0” (£), donde q* (<) y e” (6) 
son los valores frontera de las funciones analíticas en el interior y 
en el exterior del contomno C respectivamente, entonces 


D+ (2) =p* (2), 07 (2) =—q” (2) +0” (00). 


Observación. Si en las condiclones del problema una de las funciones p= o 
q+ es idénticamente igual a cero, la integral de tipo de Cauchy se convierte en 
la Integral de Cauchy para el recinto interior o el recinto exterlor respectivamente. 


1009. Sea C un contorno cerrado. Halle F+ (2) y F” (2), sl la 


densidad de la integral de tipo de Cauchy es la función dada (n es 
un número natural): 


DeM=E—=a% 2 == (a en el interior de C); 
1 


3) (5) = 37 (e en el exterior de C). 


1) A este mismo caso se reduce aquel en el que el contorno es una curva 
Infinita que divide el plano en dos recintos. 
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1010. Halle F+ (2) y F” (2), si: 

1) la función p(t) es el valor írontera de una función analítica 
en todo punto de D*, a excepción de un número finito de puntos az, 
donde ella tiene polos, 

2y la función q (5) es el valor frontera de una función analítica 
en todo punto de D”, a excepción de un número finito de puntos az, 
donde ella tiene polos (entre los puntos a, puede figurar el punto 
2 =00). 


1011. Halle F+ (2) y F” (2), si => 
In == 

413448 $3 
O 


y C es la circunferencia |%|=3/2. 
1012. Halle F+ (2) y F- (2), si p(E)=ctgt y C es el circun- 
ferencia |¿|=5. 
1013. Halle F+ (2) y F” (2), si er y C es el eje real 
recorrido de la izquierda a la derecha. 
Observación. Por la integral de tipo de Cauchy tomada a lo targo del eje 
e 


o 
real Fla=z | 0 dr se comprende su valor principal, sl esta integral 
-m 


diverge en el sentido corrlente. 


1014. Halle F+ 12) y F” (2), así como los valores frontera F* (2) 
sobre el contorno de integración C, si C es la circunferencia |¿|=R 


y em=P2+Y, (a, cos n0+b, sen n0) es la serie de Fourier uni- 
a=l 


formemente convergente de una tunción real 1 (9) =p (Rel), 

1015. 1) Sea C la circunferencia |E| =31/2 y sea f (€) una función 
analítica en el circulo |£] < 1/2, Halle las funciones definidas me- 
diante las integrales 

1 I d 
la 057 [Ossa LO, 
€ 
en los recintos cuyos puntos z poseen la propiedad de que ninguno 
de los puntos z+kx (k es un número entero) pertenece a C, 

2) Resuelva los problemas planteados en el punto 1) suponiendo 
que C es la circunferencia |£|=x, 

1016. Sea C el segmento [—1!, 1), recorrido de la izquierda a 
la derecha, y sea Q(f)==1. Halle F(z) en el exterior de C, los 
valores frontera F* (5) y el valor principal F(f) sobre C. Calcule, 
en particular, F (+1), F7 (0) y F(0). 

1017. Sea C la semicircunterencia [£] =R, 0< argí< ax (con el 
origen en el punto R) y sea q (ft) =!. Halle F(z) en el exterior 
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de C, los vajores frontera F* (1) y el valor principal F f£) sobre C. 
Calcule, en particular, F (0), F? (¡R) y F(i¡R). Halle también F* (0). 

1018. Sea C la semicircunferencia jf]=R, —n<argr<0 
(con el origen en el punto R) y sea Sua "Halle F (z) en el 
exterior de C, los valores frontera FS (£) sobre C, F (0) y F' (0). 


1019. Sea q (5) = po la densidad de la integral de tipo de Cauchy. 


Halle F (2) en el o de C, si el contorno C es la curva indicada: 

1) la frontera del anillo r<olzal<R; 

2) la recta Imk=x4 recorrida de la izquierda a la derecha; 

3) la frontera de la franja |Imz|< xn; 

4) la semicircunferencia [t|=R, 0<argt <x (con el origen 
en el punto R); 

5) la semicircunferencia |¿|=R, —n <argt <0 (con el origen 
en el punto R). 

En los puntos 4) y 5) halle los valores frontera F? (t) sobre C 
y calcule F (0) 

En los problemas 1020—1025 halle F (2) en el exterior de C, 
suponiendo que el contorno C es un arco que une los puntos a y ó 
y que q (2) es la función dada. 

1020. p(p)=1. 1021. p(t)=f. 1022. 1) p(t)=£" 2) p(t) = 


= 2 ent” es una función entera. 
nu 
EC). 
1024. 9) = ¿a (e EC). Calcule, en particular, F (2,). 


Sugerencia, Haga uso de la Igualdad 
2 00 0 ] 
z 


1025. Halle F+ me F- (2) y los valores frontera F* (£), siC es 
la circunferencia A R y 20 es la función logarítmica definida 
por las condiciones: 

De =Iint=InR+ip —a<p<x; 

2 9) =Int=InR+ip 0<p<2x. 

Sugerencia. Considere el contorno o de la circunferencia ] 2] =R 

sn corte a lo LaS del radlo [—R, 0] en el primer caso y a lo largo del 


radio, O, R] en el segundo caso, 
ervación. Si ño se fija de antemano la rama del logaritmo, pero se requie- 


A prolongación continua a lo largo del contorno de integración, la integra) 
dependera de la selección del punto. inicial de integración. Véase tamblén la 
suverencia y los ejemplos de la pág. 59. 


1026. Halle F> (z), F- (2) y los valores frontera F* (€) sobre C, 
si ($15) =In > y el contorno C es: 
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1) la circunferencia |¿|= R(R > 1); 
2) la recta Imf=1l1 recorrida de la izquierda a la derecha. 


1027. Halle F(z) y los valores frontera FF) sobre C, si 


9 (6) = In 5 y el contomo C es la semicircunferencla [¿|=R 


(R> 1), 0O<argi<x (con el orígen en el punto R). 

1028. Halle F+ (2) y F” (2), si p(t)=VE(0<areVE<m y C 
es la circunferencia |£|=1. 

En los problemas 1029—1031 halle F* (2), si C es un contorno 
cerrado, los puntos a y b se encuentran en su interlor y q (£) es 
una rama uniforme de una función multiforme dejinlda en el ex- 
terior del corte que une los puntos a y 6b y se encuentra: en el 
interior del ao E 


=0). 
1030. 9 (6) = E (9 (00)= +1). 


Sugerencia. Para calcular la inlegral a lo largo del contorno que rodea el 


: 18 


H : ] 
en una serie de potencias de Y: 


corle, desarealte 


1031. y (£) =(E—a) (8—b)'"* AA. > 1) " 


1032. Halle F* (2), si el contorno C es cerrado, el punto a 
aL ó lo D+, el punto b pertenece al recinto D”- y 


o (E) = ¿3 (n 1=0) es una rama uniforme definida en el ex- 


terior del corte que une los puntos a y be interseca el contorno C en un 
punto [.. 


Sugerencia. Agregue a C el corte a lo largo del arco fo a, si z pertenece al 
recinto D+, y a lo largo del arco £,b, sí z se encuentra en el recinto D-. 


1033. Demuestre la validez de las igualdades (0< A < 1): 
1 
1 Nx di E z YA . ' 
dD$(=) a |! (51) ]ez1o 1: 


1 
1 A di n Toy 
2) $) al (15) 0oshn | (TE(0, 1). 
o 
Sugerencia. Con el fin de oblener la primera fórmula considere la Integral 


de Cauchy A] (==) E donde (+) es la función uniforme en el 
€ 


1) iz E—I 
plano con el corte rectilineo a lo largo de [0, 1] e igual a | en el o y Ces 
ta frontera del recinto biconexo formado por el circulo [£| < R (R > 1) con un 


corle ¡ lo largo del segmento ]O, 1] La segunda fórmula se obliene de la prl- 
mera empicando las fórmulas de Sojolski. 
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1034. Calcule la integral singular 


1 
1 l—1 1443 
Ñ iv Ed (2 1<x<0. 
-1 
1035. Halle las integrales 


ym E 10 1» 


1 
I—t d 
2 fm Ledo, 1). 
0 
1036. Consideremos la integral singular 
1 dy - 
F(z, al Ns 0 <a < 1). 


donde C es un arco que une los puntos a y b, f, es un punto de 
este arco y (t—f,) es una rama uniforme en el plano con un 
corte que une los puntos f, y el oo. S] el punto f, coincide con 
uno de los extremos del arco C, aceptaremos que el corte pasa por 
todo el contorno C; en camblo, si el punto f£, es interior, el corte 
lo llevaremos a lo largo del arco (t,, b) del contorno C. Demuestre 
las proposiciones siguientes: 
) En una vecindad del punto a se tiene 


F(z, a) q eat F, (2) (2€C), 
E(t, a) EE (ay HF, (0) (1€0), 


donde F, (2) es una función analítica en una vecindad del punto a. 
Sugerencia. Considere la diferencia 


Fulo= 0 dí ebix 


Zi (rap (r— 2) 2Zsen yx as 


y. empleando las jórmulas de Sojotski, demuestre que F, (2) será una Junción 
analítica en una vecindad del punto a. 
2) En una: vecindad del punto b se tiene 


et 


Fla D=—T7a mn l-074+F,(2) (2€0), 
F(, 0) EE ((—b) 14 F- 11) (160), 


donde F, (2) es una función analítica en una vecindad del punto b. 
3) En una vecindad de un punto interior £, del contorno C se tiene 
F(2, 1.) =(2—£)"1+"F, (2) a la izquierda de C, 


19% 


F (z, t,)=F, (2) a la derecha de C, 

Fl, 1) => ((—t) 1+F, (1) si 1EC, 
donde F,(2), F,(z2) y F,(z) son analiticas en una vecindad del 
punto f,. 


1037, Analice el comportamiento de la Integral de tipo de 
Cauchy 


cerca de los puntos z=—R y 2=R, sl C es la semicircunferencia 
|t]=R (R> i) perteneciente al semiplano superior (con el orlgen 
en el punto R). 


Sugerencia. Véase el problema 1027. 

Observación. Sobre el comportamiento de las Integrales de tipo de Cauchy 
cerca de una curva singular véase H. M. Mycxeaumeutu, CHATYAAPHMIE METET= 
panbibie ypaBnenga, Oasmatrmo, 1962 (Musjeliskhutit N. /., Ecuaciones integrales 
singulares), cap. 1.09. T. Faxos, Kpaebuie saneun, Ousmerrus, 1963 (Gájoo F. D., 
Problemas de Jrontera), cap. 1. 


$ 2. INTEGRAL DE DIRICHLET, PUNCIONES ARMONICAS, 
POTENCIAL LOGARÍTMICO Y PUNCION DE GREEN 


La integral 


v= $ tut+ upaz dy 


se llama integral de Dirichto! y la integral 
D(u, )= 5 (4. Ux + 4yUy) dx dy 
G 


es su forma bilineal correspondiente. 
1038. Demuestre las sigulentes propledades de la Integral de 
Dirichlet y de su forma bilineal correspondiente: 
1) D(m=Sf (++ us) dx dy (2=x+ iy=rel"); 
G 


2) D(u) y D(u, v) son invariantes respecto a las tramsforma- 
ciones conformes del recinto C; 

3) Di(u, v) <D(u) D(v) (el signo de igualdad tiene lugar sola- 
mente en el caso en que u/v= const); 

4) si f(2)=u+i0 es una función analítica en el recinto C, se 


tiene 


D()=D()=D(p=Sf1F (2)1* dxdy. 
G 


¿Cuál es en este caso el significado geométrico de Df)? 
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1039. Empleando la fórmula de Green 


Ji varara Dia 0) = [oz de 


(n es la normal exterior; Á es el operador de Laplace) demuestre 
las siguientes propiedades de las funciones armónicas u, u, y Uy 
(uv €s la función E de u): 


D D(uy)= Sus ds Judo 2) La ds= 400; 


3) si u, =u, sobre C, se tiene u, =u, en “o, 
du 0 : 
4) si F4=3%2 sobre C, se tiene u,—u, =const en G. 
[040. Demuestre que si u es armónica en el circulo [2| <R y 


continua en el círculo cerrado |2|< R, se tiene 


2n 


u (0) = 75 | (Re ao == $ u (reto) r dr de. 
¡4 <R 


Sugerencia. De la igualdad Sa =ds=0 se deduce que la integral $ u dp 
lzi=r 
no depende de r; halle su valor ccalanad al límite para r +0 y pase después al 
límite para r > R. 


1041. Las integrales de tipo 
Som da 314). 
Ñ 03 1! 
Cc 


(¿=E+ in, n es la normal a C) se donominan respectivamente po- 
tencial logaritmico, potencial logaritmico de una capa simple y po- 
tencial logaritmico de una capa doble. 

Compruebe las sigulentes pude 


2x nm, si|zl>R 
1 1 =)¿ zi E 
1) + jngtao-k, ER: (¿= Re), 


R>? 


1 1 InpL,si [z[>R, 
A o MT A O . 
< ng + [1— (27) |, si |z[<R; 


3) Om lv dae ((—2) 


(la normal n se toma hacia la izqulerda respecto al recorrido de C); 


¡EN i a pe sl Imz>0, 
4) — Iin>—d€= 
An ¡621 —q, si Imz<0O0, 
donde p(0<«e <x) es el ángulo bajo el cual se ve el segmento 
(— a, a) desde el punto z (a > 0). 

Se 1 nción de G NS brevemente, » E), 2=x+ iy, 
t=5 mo ele problema e Dira En o G ns an per d 


respecto a ambos pares de las varlables x, y y E, y que es Igual a cero en la 
frontera del recinto G, tiene una singularidad en it y tal que 


2£(2. £)=In gema Junción armónica. 
La Junción de Green es simétrica respecto a sus argumentos, es decir, g (2, [) um 
«=g (€, 2) (véase, por ejemplo, [l, cap. Vi, $5 1. n*6). 
1042. Enuncie el problema de Dirichlet para una función armó- 
nica equivalente a la determinación de la función de Green g (2, L). 
1043. Sea w=f(2, £) una función que transforma conformemente 
un recinto simplemente conexo de Jordan G en el circulo |w|< 1 
de manera que f(í, £)=0 (¿€ G). Demuestre las relaciones 
gl(z, )=—In]f(z, Ol, ) 
Fe, E ela! (a 
donde h(z, £) es la función armónica conjugada de g(z, £). 
1044. Empleando la relación (1) del problema 1043, halle la 
función de Green g(z, £) para los recintos siguientes: 
1) para el círculo |z| < R; 2) para el semiplano lmz > 0; 
3) para la franja 0 < Imz<l. 
1045. Demuestre las siguientes proposiciones (n es la normal 
interior, y, es la circunferencia |2—£]= r): 
1) Si u (2) es continua cerca de 2=£, se tiene 


ACTMIBA 
tm ye (r) Ha — As = 2x1 (u, 2). 


2) Si u(z) es continuamente diferenciable cerca de 2=[, se tlene 


Ou (2) pal 
lr Je (2 122 ds=0. 
. 


3) Si u (2) es armónica en G y continuamente diferenciable sobre C, 
se tiene 
08 (2, 
A O) 
Cc 
Sugerencia. Pase al límite para r >0 en la Jórmula 


0g Ou As de 2) 
oe zz) ds (13 23 ds. 
Cc Ye 


$. 3. INTEGRAL DE POJISSON, FORMULA DE SCHWARZ, 
MEDIDA ARMONICA 
Si la función real u (£)=u(R, 0) está definida y es contínua a trozos sobre 
la circunferencia [=Refi (00 <'2x). la integral de Poisson 
21 
Ri—,1 


[ 
u (2)=8 (r, ES War aia e (1) 


determina en el circulo |z] < R (z=rel=) una función armónica que en los puntos 
de conlinuidad de u(f) toma valores frontera iguales a u (f): 


lima (2) =u(0) 


(z > alo largo de is coninos no tangentes). La función correspon- 
diente f(2)=u-+tu, analítica en el circulo |z¡| < R, se determina mediante ¿a 


fórmula de Schwarz: ES 
(=$ í 


(o (0) es un número real llas 


1046. eli las proposiciones siguientes: 


R3—/2 a? 
1) Era RÍ—2R7 cos En” RR ra Ml; 


2) u(r, 9)—u(R, 0.) =37 ( [u(R, 0) —u(R, 05) x 
0 


R3i— p 
X RIRS (0 PF 13 


3) si Ju(R, 0)—u(R, 8)] <e para |[0—0,| <a, se tiene 


d0, 


1 R3i—/y2 . 
AS MROAUR OS rar SE 


190-041 <x 
4) si ¡9—0,] > « y lp—8,)< $. se tiene 
R*—2Rr cos (0 —q) + r* > 4Rr sen? Z : 


5) si | p —8,] <z y se cumplen las condiciones del punto 3), 
se tiene 


Ju(e, ek, 09 <e LEA, 


donde A=4n Rrsen* 3 yM =frua 9)—u (R, 0,)| 40. 


1047, Demuestre que, siendo t=Rel y z=rel?, se tiene 


hz Sent (RI— 1%) + 12Rr sen (p—0) 
Ez RI2R+r cos (0) + r3 * 


Empleando la igualdad demostrada, obtenga los desarrollos sis 
guientes: 


u()=4(0)+22 (7) (a, cosmo +5, sen np), 


0(2) =0(0) +9), (£)” (—b, cosmp + a, sen n9), 
a=1 


H2)=f(0)+ Zz cn2”, [ (0) =4 (0) + iv(0), 
donde 


2n 
An = z J u(R, 9)cosn0 de, 


2n 
b, 5 futR, 9) sen n0 d9, 


— ib 1 í 
Gn On _ - in 
Cc, = == | u(R, B)e- "do. 


1048. Demuestre que para la integral de Dirichlet de una fun- 
ción armónica u(z) se tiene 


o 
D(u)= ÍÍ (ur +uzdedy= xD) n(a2 +02) 
Ii <R n=l 
(los coeficientes a, y b, se han definido en el problema anterior). 
Puede ocurrir que ambos miembros de la igualdad se conviertan 
simultáneamente en infinito. 
Sugerencia. Pase a las coordenadas polares (7, q) y demuestre que para 
r <R se tiene 
2 y da 
D, (u) = $5 (43) de dy=0 Y n (7) (a4 +5). 
izj<r nel 


1049. Demuestre que para la función continua 
u(R, 0)=)Y, td 
n= 


la integral de Dirichlet determina una función u (2) armónica en el 
círculo |z| < R con valores frontera u(R, 0) y una integral Infinita 
de Dirichlet D (u)= oo. 

1050. Resuelva, empleando la integral de Poisson, el problema 
exterior de Dirichlet para el círculo |z| < R: halle una función 
u (2), armónica en el recinto |2|>R y regular en el infinlto, que 
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toma los valores frontera dados a(£) en la circunferencia |¿|=R. 
Determine el valor de u (00). 

Sugerencia. Realice la sustitución 2, =R3/Z. 

1051. Demuestre que para [2] > R la fórmula de Schwarz (véase 
la introducción al $ 3) define una función analitica f, (2) =u, (2) +10, (2), 
regular en el infinito, y que tienen lugar los desarrollos 


10= (E) -—70-Y Et, 00 Ro 
u, (2) =— la (0) + z Ey (a, cos np + b, sen 19)| ñ 


v, (2) = — v(0) EY, (>, cos np 4-4, sen np), 
n=) 


donde a,, b, y c, se definen igual que en el problema 1047, Además, 
Ref, (6) = —Ref (£) = —u (6) e Imf, (£) =Imf (£). 

Sugerencia. Realice en la fórmuia de Schwarz para [z| > R la sustitución 
2=R%Yz, y recurra a que [=RYfÉ sobre la circunferencia |[]=R. 


En los problemas 1052— 1057 halle la función f(z) des R) 
y la función f, (2) (|2| > R), definidas por la fórmula de Schwarz, 
si u(£) es la función dada. 

1052. 1) (2) =Re AOS 

2) u (6) = Im [9 (8) +9 (6). 

donde q (z) es una función analitica para ]z] <R y (2) una fun- 
ción analítica para |2|>R. 

1053. u(()=Ref". 1054, u (1) =Rezr. 

6 


1055. u(f)=Re in=7(R >. 


1058, (2) =Re Y ¿E (siz > 1. se tiene / ¿27 >0: R>1). 


1057. u(t) =Reln£. 
1058. Demuestre que la fórmula de Schwarz puede ser represen- 


tada en la forma 
Ho=+ $ H2%-F00. 


tz 
i=R 
Sugerencia. Haga uso de la Igualdad 
Md ANA AS 
ba t=a E' 
1059. Obtenga las fórmulas para el semiplano superior Imz > 0 
análogas a la integral de Poisson y a la fórmula de Schwarz, es 
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decir, exprese una función armónica u (2) y una función analítica 
f (2) =u (2) 4 iv(z) mediante u (2) (—o00 <1< 00). 

j aseado: Haga uso de la transformación conforme del semiplano en el 
circulo, 


1060, Deduzca la fórmula de Schwarz para la franja 0 < Im2z< I, 


Sugerencia. Haga uso de la transformación conforme de una franja en el 
semiplano, 


Se llama medida armónica w (z, a, G) de un arco frontera « en el punto z 
respecto al recinto GO a una función acotada, armónica en G, Igual a 1 en los 
puntos interlores del arco « e igual a O en los puntos interiores de la parte 
restante de la frontera, La medida armónica w (2, a, G) es Invarlante respecto a 
las transformaciones conformes. 


En los problemas 1061—1064 el recinto G es el círculo |2|< 1 
y w0(2, 0,, 0,) es la medida armónica del arco «=(8,, 0,); w=ef, 
0,<0<0, 

1061. Empleando la integral de Poísson demuestre que 

O, 
A EU A A 
ES 21 )1—2rcos (Br? "> 

y que, en particular, w(0, 6,, 0,) =(0,—0,)/2x. 

1062. Halle las líneas equipotenciales de la función 
para un valor fijo de 0(2=re!/* es un punto variable). 


du (2, 8, 8) 
de 
Sugerencia, Demuestre que 


don de mw” es el extremo de la cuerda que parte de w y pasa por z. 


1063. Designemos mediante w” el extremo de la cuerda que 
parte del punto w y pasa por el punto z. Sea a el arco (6,, 0,) y 
sea a” (2) el arco que describe el punto w” cuando el punto w recorre 
el arcoa«. Demuestre que la longitud del arcoa'(z) es igual a 
210 (2, 0,. 0,), 

1064. Halle las líneas equipotenciales de la medida armónica 
w(z, 6,, 0,) del arco (8,, 6,). Empleando esto demuestre que la 
integral que define la medida armónica (véase el problema 1061) 
efectivamente toma los valores frontera: len (0,, 6,) y O en el 
complemento (se consideran los puntos interiores de los arcos). 

1065. Para el semiplano Imz > 0 determine la medida armónica 
w(2, 4, b) del segmento (a, b), del rayo (—oo, b) y del rayo 
(2, 00). ¿Cuál es el significado geométrico de estas medidas armó- 
nicas? 
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1066. Halle la medida armónica de los lados del ángulo 
0<argz< y. 

1067. Para el semicirculo |2| <R, Imz>0 halle las medidas 
armónicas del diametro A y de la semicireunferencia P, asi como 
las líneas equipotenciales de estas medidas armónicas. 

1068. Halle la medida armónica de la semicircunferencia frontera 
T del recinto |2[>R, lmz >0. 

1069. Haile la medida armónica de la circunferencia frontera P' 
del recinto |z| > R, 0 <argz< 2x. 

1070. Halle la medida armónica de las circunferencias frontera 
del anillo r <|z|<R. 


En los problemas 1071—1077 el recinto G está acotado por un 
contorno F' compuesto de n contornos suaves P,(v=1, 2, ..., 1), 
Los contornos se recorren en la dirección positiva respecto al 
recinto G; la normal n es interior respecto al recinto G. La integrai 


$ar(z) 
se llama período respecto a TF, de una función analítica en G. 

1071 ”. Demuestre que si una función armónica u(z) es uniforme 
en G, en periodo de la función analítica f(2)=u(2)+iv(z) a lo 
largo de P, es igual a —¿ í 2 as, 

F 


1072. Demuestre que para una función compleja de Green g-+- ¡A 
de un recinto G(g(z, £) es la función de Green del recinto G y 
A(z, E) es la función armónica conjugada de g) el período a lo largo 
de I', es igual a —2x:io, (2), donde o, (2) es la medida armónica 


de T, respecto al recinto G. Demuestre que $ w, (E) == 1. 
va1 


Sugerencia. Una función u (f) armónica en G puede ser representada en la 
forma 


uD=3 fu RED ys (véase el problema 1045), 
F 


1073. Exprese por medio de «, (2) la función acotada «(2) armó- 
nica en G que tiene valores constantes c, sobre T,(v=1, 2, .... 1). 


1074. Demuestre que para la función v(z), conjugada de una 
función u (2) unlforme y arinónica en G, los períodos p, a lo largo 


1) Er relación con los problemas 1071—1077 véase el complemento de 
M. Schiffer al libro de R. Courant, Dirichlet's prosa: cunformal mapping and 
minimal surfaces, Interscience Publ., New York, 1950 
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de IT, admiten la representación 
d0, 
p= 072 as 


1075. Sea o, (2) la función armónica conjugada de w, (z) y sea 


Pp» el período de la función w, (2)= 0, (2) +-lo, (2) a lo largo de T,.. 
1) Demuestre que p,,=Py (a, v=1, 2, .,., n). 


Sugrrencia, Haga uso de la representación 
1 Jn, 


Puy = —= 2 O an 5 
2) Demuestre que $ pp =0 (u=1, 2 ..., 1). 
va 


1076. Sean c,(v=1I, 2, ..., n) números reales cualesquiera, 
1) Demuestre que si p,, son los números definidos en el problema 


1075, la forma cuadrática $ por, >0 y la igualdad tiene lugar 
solamente si todos losc, son iguales entre sl. 

Sugerencia. Aplique a la función armónica « o- Y c,w, (2) la fórmula 

= 

D (0) = fu 2 ds (véase el problema 1039; el slo ha sido camblado ya 
que ahora : es la normal Interior). 

2) Demuestre que la forma cuadrática" $ Pues, es positivamente 
definida, es decir, es positiva para cualquier sistema de valores (c,), 


a excepción de c,=c,=...C,-,=0. 
1077, Demuestre que el sistema de ecuaciones 


nn! 
24 =8,(M=1, 2, ..., n—1) 


(A, son las incógnitas) tiene una solución úmica cualesquiera que 
sean B,. Empleando esto, demuestre que para toda función u (2) 


armónica en G, en general no uniforme, se pueden escoger las cons- 
tantes A,, Az ..., 4, -. de manera que la función armónica 


4, (2) =u()+ Y, 40.(2) 


sea uniforme en G. 


CAPITULO VIII 


PROLONGACION ANALITICA. 
SINGULARIDADES DE CARACTER 
MULTIFORME. 
SUPERFICIES DE RIEMANN 


$ 1. PROLONGACIÓN ANALÍTICA 


1078. La función Ho) -Y se ha desarrollado en la serie de 


Taylor en una vecindad del punto dl 1). ¿Para qué valores 
de a este desarrollo permite prolongar analiticamente la funciónf (2)? 


1079. La suma de la serie de potencias He) = Y, Z ha sido 
n=l 
desarrollada en la serie de Taylor en una vecindad del punto 
z= —1I/2. ¿Cuál es el recinto en el que resulta prolongada de esta 
forma la función f (2)? 


1080. Demuestre que la función Heo=Y, (yu puede ser 
n=1 
prolongada a un recinto mayor mediante la serie 


l—z2z (1—2)? (1—2)2 
n2= AG cr 


1081. Las series de potencias 


S o —gn 
L=YN E y fa) =in4 E ir 
an=1 a= 
no poseen ningún recínto común de convergencia. Demuestre, sin 
embargo, que las funciones f,(z) y f,(2) son prolongación analitica 
una de la otra. 
1082. Demuestre que las funciones definídas mediante las series 
1 (I—a)z , (i—a)? 22 
l4azpaz+... y Er ti 
son prolongación analitica una de la otra. 
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1083. Sea 
Hz) =4, 44,24 .-.4-a,2P +... 
una serie de potencias de radio de convergencia R=1. Realizando 
el cambio de variable ah, la reduciremos a la forma 


a 7) = FM) =0+t0Z+... HOZ... 


Designando mediante p el radio de convergencia de la serie obtenida, 
denuuestre las proposiciones siguientes: 

Dez>12 y p=1/2, si el punto =—1 es una singularidad 
de la función f(2). 


2) Si L<p<l, la igualdad H)=F2)=F (E, 


prolongar analiticamente la función f(z) en el recinto que es exte- 
rior respecto al círculo |z|< 1 e interior respecto a la circunferen- 


cia de Apolonio == |=0- 


) permite 


3) Si p=1, la igualdad indicada en el punto 2) prolonga anali- 
ticamente la función f(z) al semiplano Rez < 1/2. 

4) Si p > 1, la función f(z) puede ser prolongada analiticamente 
=] 

=P. 


al recinto exterior respecto a la circunferencia de Apolonio ==] 


1084. Demuestre que la serie de potencias f(2)= Da z?" repre- 
n£ 


senta una función analítica en el circulo |?! < 1 para la cual la 
circunferencia |z|==1 es su frontera natural (es decir, f(z) es una 
función que no puede ser prolongada más alla del circulo unidad). 

Sugerencia. Empleando la identidad /(2)=22%+2%+...+22% +J(22%), de 
muestre que f(1£) — eo para t—+= !1(0<1< 1) y para cualquier punto de tipo 
[= y T (k es un número natural). 


En los problemas 1085 y 1086 demuestre que las funciones 
representadas por las series de potencias indicadas no pueden ser 
prolongadas más allá del circulo unidad. 


1085. 332". 


Sugerencia. Si p y q son números primos entre sí y n=>q, se tiene 


A 
re 7 =pr, 


¿a 
1086. [(2)= Y 
n=0 
Observación. En los probiemas 1084—1086 se han considerado casos particu- 
lnres del teorema general de Hadamard sobre las lagunas. 
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Si los Indices de los coeficientes dilerentes de cero de la serle de potencias 


3 
f (2)= Y) a, 2” lorman una sucesión my, Az. ... en la que gs, > (140) Mp0 


ne 


donde a > 0, Ja frontera del circulo de convergencia de la serie es Ja frontera 
Matural de la función f (2). 


1087. Demuestre que la serie 


Sp 1 

2 (=+-325) 

representa en los recintos |z|<1 y |z]>I dos funciones analí- 
ticas que no son prolongación analítica una de la otra (véanse también 
los problemas 845—-848). 


1088. Sean f(z) y p (2) dos funciones enteras cualesquiera y sea 
s=Y (=- 71): Demuestre que la expresión 
v()=3 [10 +00) +35() [H0—0(2)] 


representa la función f(z) en el recinto [2] <1 y la función q (2) 
en el recinto [2|> 1. 


1089, 1) Demuestre que siendo « un número real irracional la 
o 


serie 2 7473 representa en los recintos |2|<1 y |2|> 1 


unas funciones analíticas para cada una de las cuales la circunfe- 
rencia |z[=1 es la frontera natural. 


Sugerencia, Demuestre que la suma de la serle crece sin Ifmite cuando 
z—»e Hao a io largo de un radlo vector. 

edad Este problema es un caso particular del siguiente teorema 
genera 

Sea L una curva, cerrada o no cerrada, con un radlo de curvatura determi- 


nado en cada punto. Si ls serle y C;. converge absolutamente y los puntos ay, 
a=l 

pertenecen todos a la curva L de manera que cada arco finito 

e la curva L contlene slempre un conjunto Infinito de estos puntos, la serle 


ray E 


ne En 
contiene puntos de la curva L y para el cuaf esta curva es una fínea singufar 
(véase Goursat E.. Cours d'analyse mathématique, Vol. ff, cap. XVÍ, 7% ed., 
Gauthler — Villars, "Paris, 1949). 


7 "epresenta una función analítica en cualquier recinto que no 


2) Demuestre que siendo « un número real racional, la serie del 
punto 1) representa una función racional. 
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1090. Demuestre que la serie 


o 


E 
y ET (13 =e? In ”) 
at ni4n 
converge para Rez>1l y que la recta Rez=1 es la frontera natu- 
ral de su suma. 


1091, Demuestre que la función f(z) =D) e-”!* es analítica para 
m=0 


Rez>0 y que la recla Rez-=0 es su frontera natural. 
1092. Demuestre que la función f(z) definida en el semiplano 


Rez >0 mediante la serie de Dirichlet H)=Y a,e *x", donde 


4, =(—1)"*%, Am =2% y Ay =2k+e"**(kR=1, 2, ...), puede 
ser prolongada analíticamente al semiplano Re 2 >—l. 


0 
Sugerencia. Represente f (z) en la forma f (2) = Yi —prtt 7 ¿aRz y dema 


uestre que en todo recinto finito | |—e-=e=**| < Me—3k, donde M es una con- 
stante para el recinto considerado. 

Observación. Este problema muestra que la suma de la serie de Dirichlet 
puede no tener puntos singuiares sobre ia recta que limita el semiplano de 
convergencia. 


1093*. Prolongue analíticamente al semiplano Res >—1 la 
función F(s) definida en el semiplano Re s > 0 mediante la integral 
de Laplace 


o 


F(s) = $ eel sin el dt. 
0 


1094. La función Gamma de Euler se define en el semiplano 
Re 2>0 mediante la integral 


T (2)= $ ettertdt (653 = e ?-11in ». 
0 


Integrando por partes el segundo miembro de esta igualdad, demues- 
tre que la función T' (z) se prolonga analiticamente a todo el plano 
como una función meromorfía con polos simples 0, —1, —2, ..., 
—A, ... y que el residuo respecto al polo —n es igual a (—1)”/n!. 

1095. Pruebe que la función Gamma puede ser prolongada 
analiticamente mediante la fórmula 


Re r)= Y ENE 


un ni (2+n) 


leas. 
Y 


mM > 147 


t 
Sugerencia. Sustituya la función e—* en la integrai fetal por su desa- 
0 


rrollo en serie de potencias. 


1096. En el problema 411 ha sido demostrado que para 0 <x< 1) 


| 1005 ¿di = P (x)cos z 


$ 1*=1 sent dí =T (x)senZe. 


¿En qué recintos del plano z serán válidas las fórmulas indicadas? 
1097. Demuestre que T' (2) puede ser prolongada a todo el recinto 
de existencia mediante la fórmula 


¿ 
Z sen nz 


r (2) = 


h er ( —wy>! des ((—-w)y-* =eG-1) tn ce), 


donde el contorno C se compone del corie a lo largo de la parte 
positiva del eje real y el origen de coordenadas se recorre en la 
dirección contraria a la del movimiento de las agujas del reloj, 


1098. Sea E (z) la función Zeta de Riemann (véase el problema 844) 


t()= Y (Re 2>1), 


a=l 


0 
Demuestre que cO=75 1d para Re 2>1 y obtenga de 


aquí la prolongación analítica de la función £(z) a todo el plano, 
a excepción del punto 2=1; analice el carácter de la singularidad 
de la función ¿(z) en el punto z=1. 

Sugerencia. Para ia prolongación anaiitica considere ia integral $ EA du, 
Cc 


donde C es el contorno del probiema 1097. 


1099*. Sea F(z2) una función desarrollable en una serie de 


potencias f (2) = Sor de radio de convergencia R=1, Designemos 


mediante q (z) la suma de la serie e1)=3 Fa función p (2) 


a=0 
es la función conjugada de f (2) según Borel y es una función entera, 
véase el problema 535). 
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Demuestre que para |z| < 1 tiene lugar la igualdad 


e (2t) dt =f (2). 


Demuestre también que la función feto(zt) dí ofrece la prolon- 
0 


gación analitica de la función f(z) al recinto G definido del modo 
siguiente: a través de cada punto singular de la función f (2) se 
traza una recta perpendicular al segmento que une este punto con 
el origen de coordenadas; G es el recinto convexo que contiene el 
circulo |2|< 1 y cuya frontera se compone de los puntos de las 
rectas descritas; si el número de estas rectas es finito, G es un 
polígono (método de prolongación de Borel). . 

1100. Verifique el método de prolongación de Borel para las 


series siguientes: 


DÍmg Yer 3 Yon. 

2: ) 2? ) 2 

1101. Sea en la integral de tipo de Cauchy F => Let 
é 


C un contorno cerrado simple y sea q(f) una función contínua 
a lo largo de C. Demuestre: para que una de las funciones F* (2) 
y Fr” (2) (véase la pág. 130) sea una prolongación analítica de la 
otra a través de un arco y €C, es necesario y suficiente que f (2) == 0 
sobre el arco y. 

1102 Demuestre que, si la función p(f) no analítica " en 
ningún punto de un arco simple no cerrado C, todos los puntos del 
arco C son singulares para la integral de tipo de Cauchy 
AL (PA 
21 ñ tz 

Sugerencia. Parta de las fórmulas de Sojotskl para ¡os vaiores frontera de ia 
integral de tipo de Cauchy. 

1103. Sea y un contorno simple cerrado recorrido en la dirección 


positiva y compuesto por los arcos Y, y Ys con puntos extremos 
comunes 2, y 2, (fig. 31), sea G+ el recinto interior de y y sea G” 


el recinto exterior de y. 
Sea, además, 


F (2) =x $ Lah A 
Y 


donde p(h)=2, si LEY... p(E)=b. sí L Ey. ía y b son constantes 
complejas). 
1) Es decir, no existe una función analitica que coincida con q (£) a lo largo 
de aigún arco perteneciente a C. 
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Halle las funciones F+(z) y F” (2) y prolongue analiticamente 
la función F- (2) al recinto G+*: 
1) a través del arco y,; 2) a través del arco y. 


re 


2; 
Zz 


7 A 
FIG. 31 


1104. Sea G un recinto bíconexo comprendido entre el contomo 
interior y y el contorno exterior Y y sea p(z) una función analítica 
en el recinto cerrado G+y-+T. 

Demuestre que la función 


1 9) 
cl le 


puede ser prolongada analíticamente a todo el exterior del contorno 
y y que la función 


P(0+ +7 a. di 
Y 


puede ser prolongada analíticamente a todo el interior del contorno T. 
Los contornos y y T' se recorren en la dirección contraria a la del 
movimiento de las agujas del reloj. 


8 2. PUNTOS SINGULARES DE CARACTER MULTIFORME. 
SUPERFICIES DE RIEMANN 1) 
Un punto de ramificación alslado 2=a de orden k—!I (k es un número 


natural, kz= 2) de una función tl se caracteriza por la existencia de una 
rama de- 9 (7) que en una vecindad del punto ¿=a admite la representación 


bar 
w=Yc, (2=a)* (a 4 0) 
2 a 
o la representación 
O — 
wma Y cz (A == 00), 

u En refación con este parrágrafo véase [f, cap. VIII, $ 6j; 8.8. Foayóes, 
JlexunH no añanuruieckoR TEOpHM PeHoHasbHeix ypañgeHmuA, DocTexHanar, 
1951 (Gólubiev V. V., Lecclones sobre la teorfa analítica de ecuaciones diferenciales). 
Nevenilana R., Uniformislerung. Springer, Berlin, 1953. 
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SI sólo un número finito de coeficientes €, de Índices negatlvos es diferente 
de cero, el punto 2=a (o blen 2=w) se llama punto algebraico de ramificación 
(p. a. r.). En el caso contrarlo, el punto prnl se llams punto frascen- 

nte de ramificación (punto singular esencial de carácter multlforme). 

Sobre un mismo punto del 2—plano la función w(2) pde tener a lo sumo 
un conjunto himerable de diferentes puntos algebralcos y trascendentes de raml- 
ficación, de puntos se ib de puntos síngulares de carácter uniforme. En la 
superflele de Rlemann de la función e sobre el z— plano estos puntos tlenen 
vecindades que no se Intersecan entre sí. 

En cada vecindad de esta [ndole wes una función un lforme del parámetro local f: 


a n 
ES jon : 
donde , 
2—a* (a 4 00), 
t 


z * (a= 00). 


t= 


Los puntos logarlímicos de ramificación (p. 1. r.) son aquellos puntos z=a 
oz=0w para los cuales existe una rama de w (2) que admlte una prolongación 
indefínida analltica al recinto 0 <|z—a|< r(R<|z|< o, respectivamente) 
y que es en él multiforme Infinitamente. Esta rama de w(z) en una vecindad 
del Pp: l. r. se convlerte en una lunción analltica unlforme al pasar al parámetro 
1=Ln(2-a), Re t<p((=Lnz, Re f > p, respectivamente). Debe tenerse en 
cuenta que en la superficie de Riemann sobre un mismo punto z, además de 
diferentes p. 1. r., pueden encontrarse tamblén otros puntos de carácter tanto 
uniforme como multiforme. » 

1105. Analice para qué valores de z los valores de w(z) coínci- 
den en todas las hojas de su superficie de Riemann sobre el 
z— plano, si: e 

1) w=(2—9)VZ; 2) w=sen 2 + (22 +4)Lnz; 

3) w=sen 2 + (2? 4-4) Ln z. 

¿Coinciden en estos mismos puntos los valores de mw” (2)? 

1106. Verifique que para cada una de las funciones: 

l) w=2V Z, 2) w=2"Lnz, w(0)=0, 
existe en el punto z=0 la primera derivada que, además, es igual 
para todas las ramas, mientras que la segunda derivada finita 
no existe, 

En los problemas 1107—1115 desarrolle cada una de las 
funciones indicadas w(z) en serie de potencias del parámetro local 
t en las vecindades de todos los puntos de su superficie de Riemann 
situados sobre los 2 — puntos dados; indique los recintos de conver- 
gencia de las series obtenidas. 


1107. == 
1108. w=yY V2-1 -2, z=1, 2=5, 2=00, 
1109. e=yY 1+Vz—I, z=1, 2=2, 2=00. 
1110. 0= y 14V2—T, 2=1,2=2, 2=00. 


¿z=1l, 2=2. 
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11. o=Y/ (V2—0) (V2—b), 2=00 (ab). 


1112. w=e'"* , 2=0, 1113. == Ez, 2=0. 


1114. w=ctg /z, 2=0. 1115. w=Vsenz, 2=0. ] 

En los problemas 1116—1122 se requiere hallar los puntos del 
z-plano sobre los cuales existe al menos un punto singular de la 
función multiforme dada, así como indicar el carácter de todos los 
puntos de la superficie de Riemann situados sobre cada uno de estos 
puntos del 2-plano. 


i 
1116. ==. 
sen V2=1 


1119. =y7 1120. Y Vz+V2=z. 


1121. tg(íLnz). 1122. tg (FLn2). 


1 i 
=. 1118. ————, 
+V2z a 
I+4Yz 


1117. sen ; 


Si la función w=f(z) es uniforme y su función inversa z (w) es multlforme, 
der hallar los puntos algebralcos de ramlflcación de la función z (ww) es necesarlo 
allar los ceros de f' (2) y los polos múltiples de f(z) y estudlar el comporta. 
mlento de Fe) en el infinito. Resulta ap al punto 24 % «o corresponde un p.a.r. 
de orden kR—1 de la función 2 (w), sl el desarrollo de Laurent de la función f (z) 
en una vecindad de zo es o blen de la forma 


Ft) =w +) enlz—29" (cr 40) 


ak 


o bien de ia forma 
o 


Ha)= Y ca(2—z0)" (0-4 0). 
aE- 
Sl z¿= 00, estos desarrolios deben ser de la forma 


He) = Y ca” (04 4 0) 
á=k 


Ha)=w+ D) ca?" (04 7 0). 
En los problemas 1123-—1129 determine las singularidades de 
z (w), si w es la función dada 
2 


1123. w=2(l—2). 1124. w=z*—3z. 1125. W= E: 


1128. w9=(¡=,)'. 14127. w0==5 (0<a< 1) 
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1128. w=P, (z) (polinomío de n-ésimo grado). 

1129. w=R (2) (función racional). 

En los problemas 1130—1138 analice la transformación que 
realiza la función w(z), construya la superficie de Riemann R sobre 
el w-plano y divida el z-plano en recintos correspondientes a las 
hojas o semihojas de R. 


1130. w=(1 + 2). Considere ei caso limite n —oo. 


1131. w=(3=3)" 1132. w=3 (242). 1133. w=37. 


11344. w= 5 (2 +5) . Halle el grupo de transformaciones lineales 
respecto al cual la función w es invariante y explique qué trans: 
formaciones de la superficie de Riemann corresponden a las trans- 


formaciones del grupo. 


1135. w= 1136. w=2-2. 1137. w=242. 


_ 2 
10 
1 


1138. w=T, (2) = 51 c0s (1 arccosz), n > 1 (T, (2) son los poli- 


nomios de Chébyshev). 


En los problemas 1136—1142 halle las singularidades de las fun- 
ciones inversas a las dadas. 


1 1 

1139. wW=e*. 1140. w=e (7) (t es un número complejo). 

1141. w=cosz+senz. 1142. ==. 

En los problemas 1143—1151 construya las superficies de Rie- 
mann sobre el w-plano. 

1143. w=cosz. 1144. w=senz. 1145. w=tgz. 

1146. w=ctgz. 1147. w=chz. 1148. w=shz. 

1149. w=thz. 1150. w=cthz. 1151. w=2-+e*. 

1152. Considerando dada la superficie de Riemann sobre el 
w-plano de una función racional w=R (2), construya las superficies 
de Riemann de la función z (w), si: 1) w=R(e”); 2) w=R (sen 2); 

En los problemas 1153—-1158 construya las superficies de Riemann 
(sobre el z-plano) de las funciones dadas. 


1153. 1) w=V (2—a)(¿—0), 2) w= V (2—a)(2 — b)(2—0); 
3) w= Ú (2—a,) (considere por separado los casos de n par 
*=1 


e impar) O 
1154. 1) w==/2—a; 2) w= Y a) (2D); 


3) w=Y (2-a)(2—b)(2—c) 4) w= V 0 (¿—4s), n>3. 
4=1 
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1155. w= Y (2—a)(2—b)(2—c), n>3. 
SA Ta al, 

1156. w= V T=%+ Vic. 

1157. w=Y Yz—1. 1158. w=V5enz. 


En los problemas 1159—1164 analice las transformaciones 
y construya las superficies de Riemann de las funciones algebraicas 
w(z) y 2 (mw). 

1159. wW“+42=1l1. 1160. w = 


e 

(1—29* 
Sugerencia. Haga uso de ia solución del problema 1133. 
1161. w” + 2? —3w2 =0. 

Sugerencia, Haga uso de ia representación paramétrica 


3t 31 


a a rr 


z3 


1162. =35%. 


Sugerencia. Haga uso de la representación paramétrica 
( (3 
2=1FR**"STFA: 


1163. =21t2, 


Sugerencia, Tome A tl 
y FT: TFT: 


qa 
1164, "=p: 


Sugerencia. Considere por separado los casos de n par e impar. 


Si z=a es un punto singuiar para una de las ramas f (z) de ia función 
w(2), se llama recinto de indelerminación de f(z) en ei punto 2=a ai conjunto 
de los valores frontera de f(z) que se obtlenen de sus valores en una vecindad 
de z=a sobre |z—a]<r para r—0. Para ios p.a.r. y los polos el recinto 
de Indeterminación consta de un punto. Si la función es unllorme y el punto a es 
un punto singular esenclal alslado, entonces, n el teorema de Sojotski — 
Cassoratl —Welerstrass, el recinto de Indeterminación cubre todo el plano (véase 
tamblén el problema 618). Para puntos trascendentes y logarítmicos de rami- 
ficación, así como para puntos singulares no aislados, el recinto de indetermi- 
naclón puede tener una estructura más compleja (véase el libro: B. B. Foayóes, 
JiexumH no AaHa/JIHmTHUCcKoÁA TEOPHH AHHPepeHunanoHux ypasmenmh, Docrexusnar, 
1951 (Gólubieu V. V., Lecciones sobre la teoría analítica de ecuaclones diferen- 
ciales), cap. 1, 5 7. 


En los problemas 1156—1176 determine las singularidades de 
las funciones y halle los recintos de indeterminación en los puntos 
trascendentes y logaritmicos de ramificación. 


154 


1165. w=(3/2)'- 1166. w=(/2)” (n y m son numeros na- 
turales). 
t 


E = snYz E 1I—Vz 
1167, w=e 1, 1168. w Vz . 1169. o 


1170. w=e(52" (n es un número entero). 1171. w=z'=eflnz, 


1172. w=senLnz2. 1173. w=>+Ln¡.- 1174, w=2-+Lnz. 
1175. w=-2 Arc sen z. 1176. w=>3 +Arctgz. 


En los problemas 1177—1180 construya las superficies de Rie- 
mann de las funciones dadas. 


1177, w=z" (a es un número complejo). 
1178. w=Ln [(2—a) (2—6b)]. 
1179, w=Ln [(2—a) (2—b) (2—c)]. 1180, w= Ln sen z. 


1181. Sea E=q(2) una función analítica uniforme o multifor- 
me, sea Rz,¿ su superficie de Riemann sobre el z-plano y sea 
w=f(f) una función analítica uniforme definida en el recinto G;. 
¿En qué recintos de Rz,¿ cada una de las expresicnes indicadas: 

1) w(2)=f[9(2)], 2) w(2)=f(2)+0(2) 3) w(2)=f(2)p(2) 
define una función analítica única? 

Considere, en particular, el caso en que q es una función alge- 
braica o Inversa a una meromorfa y f es una función racional o 
trascendente meromorfa. 


En los problemas 1182—1219 explique cuáles de las ¡unciones 
dadas w(z) se descomponen en diferentes funciones analíticas y cuáles 
no se descomponen; determine también sus singularidades y construya, 
donde se índica, las superficies de Riemann (n y m son números 
naturales). 


1182, w=V 2 (compare con (W2)!). 

1183. w= 3/2 (compare con (2). 

1184, w= / 2” (compare con (¡/ z )”). 

1185, w=Y/ e, 1186. w=¡/senz. 1187. w=Ln2z!. 
1188, w=Lne*. 1189. wW=Ln (.-+). 

1190. w=Ln (e*— 1). Construya la superficie de Riemann. 
1191. w=Lnsenz. Construya la superfície de Riemann. 
1192. w=Ln tg z. Construya la superficie de Riemann. 
1193. w= Árccos (cos 2) (comp:zre con cos (Árccos 2)). 

1194, w= Arctg (tg 2) (compare con tg (Arctg 2)). 


1195. 1) w»=(2"1): (r, y r, son números racionales). Compare 


con (2"+)":. Considere, en particular, => y r.= : 12) w=z2"2f; 
3) w=2"» 42%, 


1196. wu=Y/2 Y IZ. 1197. w=Y/3/2—1. 


1199. w=/Lnz. Construya la superfície 


de Riemann, 
1200. w=LnLn z. Construya la superficie de Riemann. 
1201. w=[Ln (2—1)]'. 
1202. w= ¡/ Arcsen z. Construya la superficie de Riemann. 
1203. w= Arcsen Ln z. Construya la superficie de Riemann. 
1204. w=Ln(¡/2—1). Construya la superficie de Riemann. 


e I-YVz e Vz 
1205. w=Ln EVE" 1208. w= Árcsen 7 


1207. w=Ln 2* (« es un número real). 

1208. w=Y2z +Lnz. Construya la superficie de Riemann. 

1209. w=Lnz2-+Lnz. 1210. w= Arcsen 2 + Árccos 2. 

1211. w=ArctgzW+ Arcctgz. 1212. w= Arth z —Arcth z. 

1213. Construya la superficie de Riemann de la función w= 

= (Ln 2) y analice los conjuntos de los valores frontera de tw para 
un p.l.r. sobre el punto 2=0 que se obtienen cuando: 

1) Ae Y p=const; 2) r—0, a <p <B; 3) r=const, p — +00; 
4) r —>0, Q— +oo0, 

1214. Sea y(z) una función analítica uniforme en el círculo 
z[<1t que no puede ser prolongada más allá de la circunferen- 
cia Jz|=1. 

Analice para qué valores de a Jas funciones indicadas se des- 
componen en diferentes funciones analíticas y para qué valores 
no se descomponen. 

1) w=x (2) + Y 2—a; 2) w=x (2) Ln (2—a); 

3) w=x(a4-2"); 4) w=y (a+e*). . 

1215. Analice el problema de descomposición de las funciones: 

1) »=Y—a, 2) w=Ln(t—a) donde E=xy"* (2) y xy es la 
función del problema 1214. 

1216. Analice el comportamiento de diferentes funciones ana- 
líticas defínidas mediante las igualdades: 

1) w=x(2) (Ln 2), 2) w=x(z) [Ln(z—1)]', donde x(z) es la 
función del problema 1214. 

Halle, en particular, los recintos de indeterminación en una 
vecindad de los p. ].r. 


Sugerencia, Haga uso de la solución del problema 1213. 
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1217. Sea f(z) una función entera. 
Construya las superficies de Riemann de las funciones: 
1) »=VF(2); 2) w=Lnf (2); 

3) w[f(2)]* (au es un número irracional). 

1219. Construya la superficie de Riemann de la función 


e Ñ 
=> > A 
w= 4 ¡2 : 


co an 
1219. Sea f(2)=2+ Net”: Construya las superficies 
Aa=1 


de Riemann de las funciones 
1) ==: 2) w=Lnf(2) 3) w=Lnf (5)+LnF (3). 


Sugerencia. Demuestre previamente die la función f(2) es de una hoja en 
el circulo |z|< 1 y que tiene la circunlerencia |21=1 como su frontera na- 


tural, 


CAPITULO IX 


TRANSFORMACIONES CONFORMES 
(CONTINUACION) 


5 l. FORMULA DE CHE ÍSTOFFL — SCHWARZ !) 


Sea P un pollgono acotado del w-plano, sean Ax(k=i, 2, ..., n) sus vér- 
tlces, dispuestos en el orden del recorrido positlvo de P respecto a su Interlor, 


rn 
y sean ar sus ángulos Interlores (En-=-2) La función w=f (2), que 


A=1 
transforma el semiplano superlor Im2 > 0 en el Interlor del poligono P, se deter- 
mina mediante la fórmula de Christoffel — Schwarz; 


2h 
w=f(2) =C $ Te d2+-C,. (0) 
0 R=1 


donde —w <a <a <...<4a,< o son pS ps del eje x correspondlentes 
a los vértices Aj, Az: .-., An del polígono P; € y C, son constantes complejas. 

En la fórmula (1) figuran los puntos ag, qe son las Imágenes de los vyér- 
tices dados Az del pollgono y que deben ser determinados, y las constantes C 
y C,. De los n puntos az tres se pueden escoger arbltrarlamente, ya que me» 
dlante una transformación homográilca del semiplano superlor en sl mismo 
pueden ser transformados en los tres puntos dados, La determinación de los 
restantes n—3 puntos y de las constantes complejas C y Cy (es declr, de un 
total de n-+ 1 parámetros reales) constituye la dificultad principal al aplicar en 
la práctica la fórmula (1). En un principlo, los parámetros dre Ji 
ser hallados de las consideraciones siguientes. La longitud 1; del lado A¡A¿+1 
(i=1,2,..., n—1) es Igual a 

a+1 Gir n 


=$ IPta=1C1f JE 190. 1%" ás 
al a *=1 
La longitud 1, del lado A,A, es Igual a 


101 Ta 1 a+ 
=1 


| x— az ¡9471 a] ¿ 


-w *=1 


1 En relación con rl ie véase [1, capítulo VIII, $ 7i, [2, capltu- 
lo 11, $ 3i y W. Koppenfels und F. Stallmann, Praxis der Konformen Abbll- 
ame pringer — Verlag, lin, Gdttingen Heldelberg, 1959 (este llbro contlente 
también un catálogo de transformaciones de diferentes tipos de polígonos). 
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Formando las razones de las longitudes de n—3 lados con una de los tres 
restantes, obtenemos n—3 ecuaciones independientes para la determinación de 
2 
n—3 puntos az. Entonces, la función 1= TI (ape! dz determinará 
9 k=1 
la transformación del semiplamo superior en un polígono P” del £-plano seme- 
jante al dado. Después construimos la transformación lineal w.=C1-+C, que 
transforma P* en P. 
La transformación del semiplano superior en el exterlor del mismo poligono 
se reallza mediante la función 


F(2=C) Ñ Il (2—az)Pi—1 
0 


*=1 


dz 
a bs (y 
rear SS a 


donde 5 es el punto del semiplano superlor que corresponde al punto fnfinito 
del w-plano; az son los puntos correspondientes a los vértices Az del poligono 
(ahora 0 >a¡ >43>...>a4 >—o0) y Bar son los ángulos exterlores del 


polígono 
(br=2— as. Y ha=n+2) . 
k=1 4 


1220. Demuestre que, si uno de los vértices del polígono es 
la imágen del punto infinito, por ejemplo, a,=0oo0, la función 
Za, 
transformadora es de la forma f(z)=C $ TI (¿—ayu-> d2+C,. 
a *=1 


Sugerencia. Realice la transformación t=—- , si todos los ar 40, y ¿= 


== donde a * az, si uno de los puntos ag=0 (4=1, 2, .... n—1). 


FIG. 32 


1221. Demuestre que, sí uno o varios vértices A, se encuentran 
en el oo, la fórmula (1) sigue siendo válida, siempre que por «a, 
se comprenda el ángulo entre los rayos correspondientes en el punto 
finito de intersección de los mismos, tomado con el signo menos. 
Sugerencia. Sea Ag=w0. Si ug < 1, considere el poligono P* cortado de P 


or el segmento ARA, donde Ak y Ak se hallan lo suficientemente lejos en los 
ados Ar-1Ar Y Ar+¡ Ag (flg. 32,1) y en la fórmula (1) para P” pase al limite 
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Arf— 00, Aj o, Si az 1, una AsAz mediante una quebrada pertenecien- 
te a P (véase la fig. 32,2) y aléjela al Infinito, ampllándola semejantemente. 


1222. Determine las magnitudes «,, que fíguran en la fórmula 
(1) para los vértices infinitamente alejados de los “poligonos” for- 
mados por rayos paralelos y representados en la fig. 33. 


a — A A, Az 
4 —— A y) 
)) 2 ) 
A A=— 
| SS; — y == 
A 2 A 2 
A —— A, 
3) 4) 
y ——— a : 
— A A 
P  — As SS de 
l == E 
5) 6) 


A SE Á 
— A A; —— Áz 
A _— Az A —— Aj 
) ) 
FIG. 33 


Sugerencia. Pase al limite análogamente a lo recomendado en el probiema 
1221. 


1223. 1) Demuestre que la función que transforma el círculo 
unidad |z[<1 en un polígono P, situado en una parte finita 
del plano, es de la forma. 


H(2) =C $ Ú (2—ay) 2 d2+C,, 


donde a,=e'%* (p, <q,<...<qn) son los puntos de la circunfe- 
rencia |z|=1 correspondientes a los vértices A, recorridos en la 
dirección positiva y «¿si son los ángulos interiores del polígono P. 

2) Demuestre que la función que transforma el círculo unidad 
|z]<1 en el exterior del mismo polígono P de manera que el 
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punto 2=0 se transforma en el punto w=oo es de la forma 
rn 
Ho= cj IT (aya! = 


donde a; =e"k (9, >: >-.. >) y PB, son los ángulos exterio- 
res de P. 

1224. Halle todos los casos de inversión uniforme de la fórmula 
de Christoffel —Schwarz (1), es decir, explique para qué polígonos P 
la función inversa z=2(w) resulta definida y es uniforme en todo 
el w-plano. 


Sugerencia. Los polígonos, que se obtfenen de P medlante un número par 
de reflexlones espaculares en sus lados, deben enlosar todo el w-plano sin vactos 
ni superposiciones, 


En los problemas 1225 — 1227 transforme el semiplano superior 
Im z>0 en los recintos indicados P del w-plano observando la 
correspondencia dada entre los vértices de P y los puntos del eje 
real. Determine también el período o los períodos de la función 
inversa z (w), el grupo G de sus transformaciones lineales invarian- 
tes del w-plano y el recinto fundamental B de este grupo (véase 
la pág. 38). 

1225. 1) P es la franja 0O<vu<h; w(—oo, 00) —2(0, 00)". 

2) P es la franja 0O<uv<R; w(—oo, 0) —2z(—!, 1) 

1226. P es la semifranja 0O<u<x, v<0; w(0, 1, —i 00) — 
— 2 (1. —1, 00). 

1227. 1) P es un triángulo rectángulo de ángulos agudos 
YE w(0, o, 0+73)>200, l, 00). 

2) P es un triángulo isósceles; 

w(0, o, o+í0) —2(0, 1, 00). 


3) P es un triángulo equilátero: 
wo, o, 43) (0, 1, 00). 


1228. Halle los recintos del plano w en los que la función 


z 


w()=1 E=1 (1 —2)P-vdt 


(argw” (x) =0, para 0<x< 1) 
transforma el semiplano superior Im 2 >0, si: 
1) Aqui y en lo sucesivo el símbllo w(A, B, ...)—>z(a, b, ...) representa 
la correspondencia de puntos del w*- y del z-planos: A*——>a, B=——»b,... 
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1) 0<a<2, 0<fP$<2?; considere los casos: a) a+p- 1. 
b) a+B=1, c) a+B>!, en particular, a4P=2 y a=f= ; , 

2 1<a<?2, —I1<f$=<0, a+B>l; la los casos: 
a)a=1,PB=0, b)a+B=!, c)a=2, d) a=2, P= =>. e) a=2, 
p=—1. 


1229. 1) Halle *los recintos del plano w en los que la función 
Via 
FM) [mv 2+V2=1—-5] 
transforma el semiplano superior. Considere los casos: A<O0, 
0<i<+,d=3y, 3<A<1yd>l. 


al G—b+ 


FIG. 34 


2) Halle los recintos del plano w en los que la unción 
2 
-á => 
w()=>37 vaa i=r [nz +V2=1D— » v= =T E 
1 


transforma el US superior. Considere los casos: 1<0, 
0<i<iyi>l 

1230. Transforme el semiplano superior Im z>0 en los recintos 
del w-plano indicados en la fíg. 34, con la correspondencia de 
puntos dada. 
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1) w(A=0, B=1, C=00)—2(0, |, vo) 
2 w(4=0, B=1, C=00) —2(0, l, 00); 
3) w(4=0, B=00, C=00) —>2(0, 1, 00); 
4) w(A=0, B==00, C =00) —2(0, |, 00); 


5) w(4=0, B=ia, C=00) —>2(0, 1, 00). 

1231. Transforme el semiplano superior Im z > 0 en los recíntos 
del w-plano indicados en la fig. 35 (0<% < 1). 

1) w(4, B=0, C=00) —>2(0, l, 00); 

2) w(A, B=0, C=00)—>z(0, 1, 00). 
En el caso en que $ sea un número racional (0 = p/q), exprese las 
integrales obtenidas mediante funciones elementales. 


E | 


Y, 0 


FIG. 35 FIG. 36 


1232. Transforme el semiplano superior en el recinto indicado 
en la fig. 36 (el arco AC es una semicircunferencia) 


w(A -ai, B=00, C=0) —2(0, 1, 00). 


A : : a . 
Sugerencia, Mediante la transformación t= se reduce a un caso particular 


del problema 1231, 2). 


FIG. 37 FIG. 38 


1233. Transíorme el semiplano superior lm z>0 en el recinto 
del w-plano indicado en la fig. 37, con la condición 


w(A=—h, B=0, C=h, D=0w)—>z(—1, 0, l, 00). 


(La posibilidad de esta transformación se desprende del principio 
de simetría.) 

1234. Transforme el semiplano superior Im z > 0 en el rombo 
del w-plano de ángulo na en el vértice A y de lado d (fig. 38). 
La correspondencia de puntos se da mediante el esquema 


w(A=0, B=d, C=d(l+el""), D=de'"")=2(0, l, oo, —1). 


Justifique la posibilidad de esta transformación. 


1235. Transforme el semiplano superior Im z > 0 en los recintos 
del w-plano indicados en la fig. 39. Los parámetros a y b (a > 0, 


FIG. 39 


b > 0) —las olga cc de los vértices correspondientes —no se 
pueden escoger arbitrariamente y deben ser hallados. 
1) w(A=0, B=00, C=H+1ih, D=00)—z(0, 1, a, 00). 
2) w(B=0o, C=H+ ih, D=o0, C"==—H+ih, B'=00) — 
—=zZ(1, a, o, —a, —1). 
erencia. Haga un corte complementario a lo largo del eje Jmag)narío y 
recurra al principio de simetrla. 


3) w(A=0, B=0w0, C=00, D=—h,—t(h,—h,), E=00) — 
—2(0, 1, a, oo, —b). 
1236. Halle la función w(z) que transforma el círculo |z| < 1 


en el interior de un et al regular de n lados, que tiene su centro 
en el origen de coordenadas y unto de los vértices en el punto w=1, 


con la condición w(0)=0 y w*(0) > 0. 
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2) Transforme el circulo |z| < 1 en el exterior del mísmo polí- 
gono de n lados de manera que w(0)=00 y w(x) >0(0 <x< l). 
Determine c_, en el desarrollo w() == 

1237. 1) Halle la función w (2) que transforma el círculo |z|< 1 
en el interíor de una estrelia regular de cinco puntas, que tiene su 
centro en el orlgen de coordenadas y uno de los vértices en el 
punto w= 1; las condiciones de normalización: w(0)=0 y w"(0) <0. 

2) Transiorme el círculo |2|< 1 en el exterlor de la misma es- 
trella; w (0) =00 y w(x) > 0(0 < x < 1); determine c_, en el desarrollo 
He 
1238. Halle el recinto en el que la función 


w(2)= 


z 
do a w"(0)>0, —I<i<I=f, 
=+ 
(1— 11) 0 


transforma el circulo unidad |z|< 1. 

1239. Transfíorme el semiplano superior Im z > 0 en el poligono 
regular de n lados del w-plano, que tiene su centro en el origen 
de coordenadas y uno de los vértices en el punto w= l; la norma- 
lización: w(i)=0 y w(0)=1. 


1240. Sea el recinto P del w-plano el exterior de la “estrella” 
compuesta por n segmentos que salen del punto u:=0 (fig. 40). 


A Bs 
Az As 


8; 


FIG. 40 


Sean Az los vértices de P en el origen de coordenadas, am los 
ángulos correspondientes (3 0n=2) , B, los vértices de P en los 
f=1 


extremos de los segmentos de la estrella (A,, B,, Ay, B,» ... están 


dispuestos en el orden del recorrido positivo de P) y l¿= A4Ba las 
longitudes de los segmentos de la estrella. Demuestre que la función 
w=f(z), f(0)=<w0, que transforma el círculo unidad [2 | <len P, 
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es de la forma 
Ha=2]1 ayu. 
kual 


donde C es una constante compleja y a, =e'** son los puntos de 
la circunferencia |z|=1 correspondientes a Az. Los puntos b¿=e Y, 
correspondientes a los vértices B,, son raices de la ecuación 
A 
Gx 1 

Z —=0. (3) 
k=1 2—4k 4 
«Cómo determínar los parámetros C, az, bj? 

Sugerencia, Si se emplea la prolongación según el principlo de simetría la 
función f(z) se multiplica por factores constantes y por esto ia función 


_F() 
la 1) 


es uniforme en el z-plano. 

Observación. La lórmula obtenida ofrece inmediatamente ia solución de una 
serie de problemas del capítulo ff, por ejemplo, de los probiemas 320, 2); 321, 
1); 323, y 329. 

Se recomienda resolver de nuevo los problemas señalados y determinar las 
constantes que figuran en la fórmula general. 


1241. Transforme el exterior de la quebrada de dos eslabones 


(fig 41) en el exterior del círculo |z|>1 con la condición: 
w(0)=00 y w'(00) > 0. 


] Ez A t, 
dl SS 

>, D 

NA o 
0 y 
A; Cs 
hp ta $5, 
FIG. 4i FIG. 42 


1242. Demuestre que la función w= f (2), que transforma el semi- 
plano superior Im z>0 en el exterior de la estrella del problema 
1240, es de la forma 


Il e—ay** 


k=1 
HOC ei > 
donde 2, es el punto del semiplano superior que pasa al oo. 
1243, Sea P el recinto del w-plano límitado por el rayo [0, oo), 


) 
por n— 1 segmentos que van del punto w=0 a los puntos B, (t=1, 
2, -.., n—1) y por m— 1 rayos que van de los puntos D,(s=1, 
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2, ..., m—i1) al oo y que al ser prolongados en la dirección con- 
traria pasan por el origen de coordenadas (fig. 42). Sean A, (kR=1, 
2, ..., n) los vértices de P en el origen, at los ángulos correspon- 
dlentes, C,(j=1, 2,...,m) los vértices de P en el oo, yyxt los 
ángulos correspondientes y A,B,A,... A,C,D, ... C. el recorrido 
positivo de la frontera de P. Demuestre que ja función w=f (2), 
que transforma el semiplano superior Im z > 0 en P, es de la forma 


TI (2 — ayer 
Ha =A——, (4) 
TI —ep* 
1 
donde az, c, son los puntos del eje x correspondlentes a los verti- 


ces Ax, Cy. Los puntos b;,, d, del eje x correspondientes a los vér- 
tices B;, D, son raíces de la ecuación 


n mn 
) EA RS (5) 
Lo 7 — 0 ar 2—C, 


¿Cómo determinar los parámetros C, Az, b;, Cj d,? ¿Qué cambiará 
si uno de los parámetros a,, b;, c;, d, resulta igual al 00? 
Sugerencia, Demuestre que 


1 Me 1 
a $e k 2—b; 2--d 
de 05 a $ ' »U: $) 
Tera A 
=r 1 (¿—ar) |] (.— <p) 
kh=1 j=1 

1244. Demuestre que la fórmula (4) del problema 1243 es vá- 
iída tamblén para recintos P cuya frontera contiene dos rayos 
[0, 00) (fig. 43). En este caso el vértice 
dei origen de coordenadas se toma en con- 
sideración también en el caso en que de él 
salen solamente dos rayos que forman una 
recta. 

En los problemas 1245—1249 transforme 
en el semiplano superlor Im z > 0 los recin- 
tos del w-plano Indicados en las figuras 
correspondientes con las condiciones dadas 
y determine los parámetros a y b (a> 0, FIG. 43 
b> 0). 

1245. El recinto indicado en la fig. 44, 

w(A,=0, B=he'"», Az, C=00) —>2(—1, b, 1, 00). 

1246. El recinto indicado en la fig. 45, 

w(A,=0, B=ih, A,, C==00, D=iH, C¿= 00) > 


—2(—a, O, a, a 00, —5) ¿ 


1247. El recinto indicado en la fig. 46, 
w(A,=0, B,=—hefs", Az B,=hets=, Az C=0w) — 
—>2[— 1 —b, O, b, 1, 00), 


Leg Lr 
e . | 
na, 28 D 
RE q 6 
77 ala, £, 
FIG. 44 FiG. 45 


1248. El recinto indicado en la fig. 47, ] 
w(A,=0, B=he'%z, A,, C,=00, D= Hell ,C,=00) — 


1 1] 
—2(—a, 0, b, > 00, +). 
tz 
77 JE 

D 

B; 82 RA, 8 
£ A £ ELA E 

FIG. 46 FIG, 47 


1249. 1) El recinto indicado en la fig. 48, 1, 
w(00)=00, w(+ 1) => l. 
2) El recinto indlcado en la fig. 48, 2 (los ángulos entre los 
cortes son de z; los segmentos extremos forman con los rayos 
x 


correspondientes del eje real ángulos de 35) ¿ 
w(00)=00, W(A,, An) —2z(—1, 1). 


A 


FIG. 48 
1250. Sea el recínto P del w-plano una franja horizontal de 
anchura A con cortes que van al co hacia la izquierda de los pun- 
tos B, (i=1, 2, ..., n—1) y hacia la derecha de los puntos D, 
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(s=1, 2, ..., m—1) (fig. 49). Demuestre que la función w=f (2), 
que transforma el semiplano superior Imz>> 0 en el recinto P, es 
de la forma 


An 


1 EtmooElmeota 
d=1 


k=1 


donde a,, c, son los puntos del eje x correspondientes a los vértl- 
ces A“ y C), del recinto P; h, son las distanclas entre los cortes 


ISS OOOO 


SS 


OOO 


SÉSS5S 


FIG. 49 


que van hacia la izquierda y !, de los que van hacia la derecha. 
Los puntos b; (¿=1, 2, ..., n—1) y d, (s=1, 2, ..., m—1) del 
eje x correspondientes a los vértices B, y D, son raíces de la 
ecuación 


) Sl 
Li nd (m) 
ja 


k=1 


¿Cómo determinar los parámetros C, Gz, b,, cy, d,? ¿Qué cambia- 
rá si uno de los parámetros 2;, b;, c,, d, es igual al 00? 


Sugerencia. El problema se reduce al problema 1244. Se puede también bus» 
car la función f” (2) que es uniforme o partir directamente de la fórmula de Chris 
toffel — Sohwarz. : 


1251. Sea el recinto P el semiplano superior Imw >> 0 con cor- 
tes horizontales que van hacia la izquierda al oo de los puntos 
Bi(i=1, 2, ..., n) y hacia la derecha al oo de los puntos 
D.(s=1, 2, ..., m) (fig. 50). Demuestre que la función w=f(2), 
que transforma el semiplano superior Imz”> 0 en el recinto P, es 
de la forma 


nn cion 1 
Ha) = Y in (¿ay — Y, HIntz—c)+ 42 +8, us» (8) 


k=1 i=1 
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donde a,, c, son los puntos del eje x correspondientes a los vérti- 
ces Az y Cy del recinto P y hz, ly son las distancias entre los cor- 
les que van en una misma dirección. Además, el punto A, pasa 


al o, A>0e ImB=5Y' 1. Los puntos 6/(¡=1, 2, .... 1) y 
¡Y 


NN 


OS E ANS 
¿SS SS 


FIG. 50 
dsís=1, 2, ..., m) deí eje x correspondientes a los vértices B 
y D, son raíces de la ecuación 
E Ra E y] 
_—— Ax =0. 
2 Lit n=0 (9) 


¿Cómo determinar los parámetros A, B, Az, b,, cy, d,? Demuestre que 
sl A, pasa al punto a, ++ oo, entonces 


n ra 


h í 
H(2) =2 - In(2) 2 In (2—c) + 
4 intra) + $48, (10) 


donde 


n ra 
H= 24 fs L= 2! 
2 Ñ A a 
A<0e ImB=L. 
Si el puente 4, o c, es Igual al oo, en la fórmula (10) desapa- 
rece el sumando correspondiente. 


Sugerencia, Haga uso de la fórmula de Christoffel —Sehwarz. Para determi. 
nar los coeficientes de los términos logaritmicos compare el incremento de w 
correspondiente al recorrido E lo largo de las semicircunferencias) de los pun- 
tos Ag, Ag, c¡. calculado geométricamente y mediante la fórmula para f (2). 


1252. Sea el recinto P el w-plano con cortes horizontales que 
van hacia la Izquierda al oo de los puntos B,(¿=1, 2, .... 51) 
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(flg. 51) Demuestre que la funclón w=f(2), que transforma el 
semiplano superlor Imz”> 0 en el recinto P, es de la forma 


n-1 
f(2)= — Ar + B24 04 Y in (2—a7), 
hu 


donde a, son los puntos del eje x correspondlentes a los vértices 
A, del recinto P y h, son las distancias entre los cortes. Además, 


¿ES 


FIG. 51 


el punto A, pasa al o, A>0 y B es un número real. Los pun- 

tos b,(i¡=1, 2, ..., n) correspondientes a los vértices B, son los 

Pad se DS derivada f'(z). ¿Cómo determinar los parámetros A, B, 
» Gpo Or 


Sugerencia, Véase la sugerencia al problema 12851. 


1253. Sea el recinto P el w-plano con cortes horlzontales que van 
al oo hacia la Izquierda y hacia la derecha (tig. 52). Dernuestre 
que la función w=Hf(2), que transtorma el semiplano superlor 
Im2> 0 en el recinto P es de la jorma 

ña mai L 
(()= pa  M(2—41)— s q In(2—cp)+ 

*R=0 1=0 

A € 
+ 2% + == 7 B, (11) 

donde A>0, C>0, h,=1Im(D,—B,), !=Re(D,—B,), mlentras 
que los demás parámetros (incluyendo b, y d, para los vértices B; 
y D,) toman los mismos valores que en el problema 1251. ¿Cómo 
determinar los parámetros A, B, C, 4z, b;, C,, dy? Pruebe que, 
siendo a, = 00, se tiene ¿ 


A=Ee mol, 
He)= Din (za) — Y, Hina o ¿E + Az+B, (12) 
h=1 =0 
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donde A>0 y C>0. Si el parámetro a¿(k=“0) o el parámetro 
c/(¡+0) es igual al co, el sumando correspondiente de la for- 
mula (12) desaparece. 

Sugerencia. Véase la sugerencia al problema 1251. 


Y 


FIG. 52 


1254. Transftorme el semiplano superjor Imz->0 en los recintos 
del :w-plano indicados en la fig. 53 (todas las dimensiones se seña- 
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lan en las figuras correspcndientes) con las condiciones dadas; halle 
a y b(a>0, b>0). 

1) (4, B, Az C)—(—1, 6, 1 00); 

2) (As, B,, Az. Ba, As» C)—(—1, —b, 0, 6, 1, 00); 

3) (E, O, D) —(—1, 1, 00); 4) £,.0, D) =(—1, Í, 00); 

5) (E, O, C)—(—1, 1, 00); 6) (Aj, B, A,) — (00, 0, 1); 

7) (A. O, C)—(—1, 0, 1); 


(A, B, C, Di—=(w%, —I, a, 1) d=Re(D—B); 
h= Im(B—D). 


$ 2. TRANSFORMACIONES CONPORMES RELACIONADAS 
CON PUNCIONES ELÍPTICAS. 1) 


La Integral 


2 
dé 
A A AáAEAáÁá]AAAÁáAN2 + 
dad Cra (1) 
o 


donde el Integrando es Igual a 1 para ¿=0, se llama Integral eliptica normal de 
primera especie en la forma de Legendre. El parámetro A se denomina módulo; 
en lo suceslvo se supone que 0<X%<1!, 

El camblo de la varjable Independlente 2=sen q y la sustitución l=sen y 
llevan esta integral a la forma 


Q 
u (sen q, 1)=F (9, arm 2) 
: 


La función Inversa 
z=sn (u, k) (3) 


(o en otras denotaciones $ =amu) es una de las fundamentales funciones eli pli- 
cas de Jacobi y se denomina sn-función de Jacobi. De su definición se desprende 
que sn(0, %)=0. Con la función sn (u, k) están relacionadas dos funclones más 


en (u. +) = Y T—sni(u, A). 
dn (u, 2)= Y 1—REsnT(a, k), (4) 


que se denontinan cn—y dn— funciones de Jacobí respectivamente. Las ramas 
de las ralces se determlr3n mediante las condiciones cn (0, kf)=dn(0, 4)=1. SI 


1) Las propledades y las transformaciones de las funciones Y de las integra- 
les elípticas que se emplean en los problemas de este parágralo se pueden en- 
contrar, por pia en los libros: H. M. AxHezep, INMEMEHTH TEOPHH MVIJNHNTH- 
yeckux Gyuxunñ, «Hayxa» 1970 (N. /, Ajiezer, Elementos de la teoría de las 
funclones ejlpticas) E, T. Whittaker and G. N. Watson, A course of modern 
analysis, volume 2, permi at the University press, 1927 y H. Bateman and 
A. Erdélyt, Higher transcendental functiones, volume 3, New York— Toronto — 
London, McGraw-HlIl book company, Inc., 1955 

Un breve resumen de las transformaciones correspondientes se da en los 
libros: G. Korn and T. Korn. Mathematical Handbook for Scientist and Engine- 
ers, McGraw-HlIl, New York, 1961 y Janke—Emde—Lósch, Tateln Hóherer 
Funktlonen, B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart, 1960. 
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no hay necesidad de indicar el módulo k, se escribe simplemente sn u, cnu y 


Jia (1). (2). (3) y (4) se deduce que 


dsnu denu 
—.—=Cn U dn u, =—osnudnu, 
du du e 
IN) 
dánu 2 
——=-—khisnucneu. 
du 


El valor de la función u (z, k) para 2==1 (e-3) , es decir, la integral 


1 
di 
' Y (1—A) (0443) 
o 
se llama integral elíptica completa de primera especie. La magnitud 


k'= Y 1—El se denomina módulo complementario. 

K (+) =K y K (+) =K' se denominan integrales elipticas relacionadas, 

En los problemas se emplean con frecuencia las sigulentes relaciones (trans- 
formaciones de integrales elípticas completas de primera especie) que son fácil 
de comprobar: 

K (7) =k(K+1K, 
UN ira BEN 
K (7) =k' (K'4+:¿K), K (7) K, 
K E ) =kK". (6) 
R 
Observernos también que 
vyk 


di 
A A 
' VD) (—ku3) 
t 
(sustitución 233 -+ 4'212=1), 


¡rr - K' (sustitución 1 =tg p). 
ed UE) 


1255. Demuestre que la imagen del semiplano superior Imz >0 
en la transformación mediante la integral elíptica normal de pri- 
mera especle 

eN EROS 
A) VI (1 432) 
0 


u 


es un rectángulo de vértices +K y +K-+i¡K" correspondientes 
a los puntos +1 y >. 


Prolongando esta transformación según el principio de simetría, 
demuestre que la función inversa z=snu es doblemente periódica 
de períodos 4K y 2¡K”. 
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Considere la correspondencia entre los planos y «q, donde 
u=F(q, k). 

Sugerencia. Aplique el principio de correspondencia de fronteras. Dedlque 

A A e du Ñ 
especial atención a la variación del argumento de FE cuando 2 recorre el eje real, 

1256. Transíorme el semiplano superior lImz >0 en el rectán- 
gulo del w— plano de vértices +4 y +a-+ib (a>0, b>0). 

1257. Halle la imagen del cuarto cuadrante del z— plano en la 
transformación mediante la integral elíptica 


u =/ AP: AA 
V(I—M6TP ra) * 


Prolongando esta transformación según el principio de simetría, 
halle la imagen de todo el z—plano con cortes a lo largo de los 
rayos (— «o, —1], [!, 00), (=: o, — 3 y ES L 00). Com- 
pruebe que la función inversa será 2=cn(n, k) y demuestre que es 
doblemente periódica de períodos 4K y 2K+2¿K". 

1258. Halle la imagen del cuarto cuadrante del z—plano en la 
transformación mediante la integral elíptica 

1 


u=Í al 
VU (OEM 


2 


Prolongando esta transformación según el principio de simetría, 
halle la imagen de todo el z—plano con cortes a lo largo de los 
rayos (— oo, —*'], y [£”, 00). Compruebe que la función inversa 
es 2==dn(u, k) y demuestre que es doblemente periódica de perío- 
dos 2K y 4iK”, 

1259. Halle la imagen del primer cuadrante del 2—plano en 
la transformación mediante la integral elíptica de primera especie 


uz, ias" 


J 
E 


I ik ce 


donde k, toma los valores k ++» y * 


R, 


Sugerencia. Haga uso de las fórmulas (6). 


La integral 
pe 


2 
A A AN m 
0 


0 
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A ji se denomina integral elíptica normal de segunda especie en la forma 


'omando 2=1 (p=x1/2) se obtiene lá Integral eliptica completa de segunda 
especie 


E 


em=e-| (8) 


Introduciendo la notación E (4”)= E”, es fácil obtener las relaciones 


1 _ E ,/a E: r 
E (+)= F(E—A*K)—i(E"—AK0)), 


E (7) da ((E'—R8K)—¡ (E—4%K)l. (9) 


E(%)=3 Le, E(% o E" 

13 

Las Integrales etlpticas completas de primera z 9: ie especies, correspon. 
n 


dientes a los módulos complamentarios £ y k', es igadas mediante fa rela- 
ción de Legendre 


EK'+EK—KK'=>. (10) 


La sustitución de la variable independiente z=sn u en la integral que define 
v(z, k) conlleva a la función de Jacobi 


u 
E (u, 4) um E (u) =u (sn u, ads! dntrdr, (11) 


ue expresa la integral ellptica de segunda especie en función de la integral 
slíptica de primera espec je. Gon la función £ (u) está relacionada la función Z (u) 
que se defina Ese a fórmula 


zum E u, (12) 


1260. Halle la ima del primer cuadrante del -z-plano en la 
transformación mediante la integral elíptica normal de segunda 


especie 
ota ae VE a, 


donde k, toma los valores k, + PR, —. > e z. 
Sugerencia, Haga uso de las fórmulas (9) y de que 
UR 


l= "_E 
| V == al di=i(K'—E”) 


(esta fórmula se obtlene empleando la sustitución 222 + 472= 1), 


1261*. Transforme el semiplano superior Imz > 0 en el semi- 
plano superior Im w-< 0 con dos cortes verticales a lo largo de los 
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segmentos Rew=-w+a, 0O< Iimw<A con la condición de normali- 
zación w(0)=0, w(00)=0 y w' (00) > 0. 


Sugerencia. Haga uso de la fórmula de Christoffel-Schwarz representándola 
en la forma 


z 
. 5323 
ERA de ._ 
wt=C | VU E] dz =-C, [(A%b: 1) u(z, 4)4+0(2, Al. 
0 
donde c=E y, w(+1)=7+a, w(+ 5) =3 ah, y obtenga la ecuación para 
la determinación de los parámetros C,, k y Bb. 


1262. Demuestre que la función 


w=Z(u) + PEA 


trasforma el rectángulo 0O<E<K,0<rn<K' del plano u=E+1in 
en el cuarto cuadrante del plano w con un corte 


a lo largo de [—= »—3]. donde E 
es la imagen de aquel punto u=E-LiK'” 


para el cual 2-=0. Prolongando esta trans- 
formación según el principio de simetria, 
demuestre que la imagen del reciángulo|E |< K, Hi 
[n| <K* es todo el plano con cortes repre- 
sentados en la fig. 54. 


A h 
Observación. Acerca de la transformación del rec- 
tángulo en el exterlor de una cruz o en el exterior FIG. $3 
de un rectángulo con cuatro apéndices, que representan 
la continuación de sus lados, véase Darwin, Some conformal transformations invol. 
ving elliptic functions, The Philosophica Magazine ser. ? 41, N* 312 (19501, 


La integral 


z 


w(z. y, m=/ 


0 


di 
(Ub vt2) Y (1—17) (1—AME) — 


í ts t3 
so VA (0 YA (t3) 


se llama integral etiptica normai de tercera esfecie en la forma de Legendre. 
La sustitución de la variable independiente 2==snu conduce a la fórmula 


dí 


w(sne, y, ai. id 
0 
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La magnitud NM, (v, A)=w(1, v, k)=M (5 A ») se denomina ntegrat 
etiptica compieta de tercera especie. 


1263. Halle la imagen del primer cuadrante del z-plano en la 
transformación mediante la integral eliptica normal de tercera especie 
(13) para 0O<*%< 1. Considere por separado los casos en que v 
pertenece a los intervalos: 

1) (—o0, —1); 2) (—1, —R2); 3) (—22, 0); 4) (0, 00). 

Considere también los casos en que v=— Il y v=— kt 

indique los recintos del w-plano que se obtienen mediante la 
prolongación según el principio de simetría a través de diferentes 
intervalos del eje real del plano z. En cada caso indique los recin- 
tos correspondientes en el u-plano, donde 2 =sgu. 

La integral 


3 
dz 


“=| += Mra=n=me=z 
A Vi2—g2—81 J) Y 4(2—e1) (22) (2 —e3) 


z 


(15) 


de discriminante A=g3—27g] + 0 (en tal caso €,, ez, es son distintos dos a dos) 
se dei drtegral elíptica normal de primera especie en la forma de Weierstrass 
y la función 


2=Pw (16) 


se denomina p-función de Welerstrass. Es una de las funciones elípticas funda: 


mentales de perfodos 2w y 2w' (tm E F o) . Verifica la ecuación diferencial 


9? =P — ¿SP — 23 = 4 (8? —e1) (P e) (7 —£9). (17) 
La función ff (w) es par, bivalente en el paralelogramo de lodos (fig. 55) 
y tiene en él ptr de segundo orden en el deco S hiintes dobles pai o, 


+0, w': 


e =8 (0), e, =P (040) » 
e =8 (01). 102) 
De (17) se desprende que 

e +41 +: =0, 


l 
€1e9 + xt + st =— 7 €» (19) 


cresta = 8. 
1264*. Analice la transformación del 2-plano que realiza la 
integral elíptica normal de primera especie en la forma de Weier- 


strass (15) para valores reales de g, Y g, y para A >0. Considere 
los casos g, > 0, £,<0 y £,=0. Halle los períodos de $ (w). 


Sugerencia, Considere la transformación del semiplano superior Imz2 > 0 
empleando el principlo de correspondencia de fronteras. 


1265*. Analice la transformación del z-plano mediante la integral 
elíptica normal de primera especíe (15) para valores reales de £, y Ba 
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y para A<0. Considere, en particular, el caso £,=0. Halle los 
períodos de (P (w). 


Sugerencia. Como A<0, dos de las magnitudes e,, ez, ez son conjugadas 
complejas y una es real, Sea ez una magnitud real y sea e, =a-+1B, ea —ip 
(6 > 0). Considere la transformación del semicírculo |2 —e,] =]e,—e, ]. Im 2 >0 
empleando el principlo de correspondencia de fronteras y prolongue esta trans- 
formación según el principio de simetrla. 


FIG. 55 


1266. Halle las transformaciones en el semiplano superior Im w > 0 
de los triángulos ABC bajo las condiciones indicadas: 
1) (4=0, B=w>0, C=0 (14 i¿)—(00, —1, 0): 
av3 z 
2) (4=0, B=a>0,C=“ 4% ¿3 )—(00, —1, 1) 


3) (a=0, B=a>0,0=21 E e'5) (00, —1, 0) 


Sugerencia, Haga uso de las soluciones de los problemas 1264 (en el caso 
£2=0) y 1265 (en el caso ga, — 0). 

1267. Transforme los recintos biconexos /—15, situados en el 
z-plano e indicados en la fig. 56, en un anillo circular p, <|w| < p, 


y determine el módulo p=2 (véase la pág. 37—38). 
4 
En los problemas 1268—1270 transforme los recintos indicados 
en el círculo unidad |¿|< 1. 
1268. El rectángulo |Reu| << K, |Imu|<K' (0<%< 1). Halle 
la posición de los vértices en la transiorinación. 
1269. El interior de la elipse |2—1|-+12+4+ 1] ==2a (a > 1) con 
cortes [—a, —1] y [1, al. 
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1270. El interior de la elipse |2—1]|+|24+1|=2a2 (a > 1). 
Halle la posición de los focos en la transformación. 


1271. Transforme el exterior del círculo unidad |f|> 1 en los 
recintos /, 2 y 3 del 2-plano indicados en la fig. 57. 


Acerca de la aplicación de las funciones elipticas a los problemas de la 
transformación del semiplano superior en el exterior de arcos de ellpses, hipér- 
bolas y parábolas, asi como a la transformación en un anillo circular del exterior 
de dos segmentos rectilineos arbitrariamente situados o de dos arcos concéntricos, 
véase, por ejemplo, el libro de Jl. M. Cenon, Mliiockue 32424yH FHAPOAHHAMHKH MH 
a9ponuHaMuHK 4, ,Hayxa", 1966 (Sedov L. 1., Problemas planos de hidrodinámica 
y aerodinámica). 


CAPITULO X 


APLICACIONES A LA MECANICA 
YALA FISICA 


$ I. APLICACIONES A LA HIDROMECANICA 


El movimiento plano estaclonarlo sin torbellinos de un fluido Incompresible 
se caracteriza por la lunción analltica 
w(2)= (% yY+ip(x, y) (1 


des se llama potencial complejo o función caracterfstica de la corriente; q se 
llama función potencial y wp, función de corriente, Las curvas p=const se deno- 
minan [inzas equipotenciales y las curvas p==const, [Ineas de corriente. La ve- 
locidad de la corriente V está ligada a w(2) por las relaclones 
V=Ve" =V ¿+ 1V y =w (2), ] 
V=/w' (2) |. a=—argw (2), (2) 
V =grad q. ) 


Sea C un contorno cerrado Que se recorre en la dirección positiva (el con- 
torno C puede estar lormado por dos lados de un mismo arco recorridos en di- 
recclones contrarias). La magnitud 


r=f v,ds =(Vydr4-Vydy=Í do 8) 
Cc e Cc 
se denomina circulación del vector V a lo largo del contorno C. 
La magnitud 
Q=fVnds=f (—Vydx+Vedy)=Í dp 4) 
C e c 


(n es la normal exterior del contorno cerrado C recorrido en la dirección positiva) 
se denomina flujo del vector V a través del contorno C. Análogamente, el [lujo 


del vector V a través del arco AB se define mediante la integral $ V,ds (ia 
AB 


dirección de la normal n debe ser indicada). 


2) En relación con este capítulo véase [2, capituio [UI y la bibiiografia 
alli indicada. 
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Uniendo las lórmuias (3) y (4), obtenemos 
r+iq=f w' (2) dz. 5) 
Cc 


SI w' (2) está definida en el Interlor de C y tiene alli un número finito de pun- 
tos singulares, se tiene 


T+1Q =2mí Y) resw (2). 


Si a es un Poo de la lunción w (2), para w(z) existe en una vecindad de 
a el desarrollo de tipo 


C-a 


a a LEO tm (2-0) +c9+0, (2-0)+... 


(2— aj” za 


SI dice que el término EAS In(z—a) (IT y Q son números reales) determina en 


el punto a un manantial — torbellino de potencia Q y de intensidad T' que se 
op 
. » E 
designa (a; Q, T) ; que el término e El 
P, designado (a; p) (p es un número complejo; el radio vector p determina la 
dirección del eje del doblete que pasa por el punto a en la dirección de la linea 
Ca 


(2—a)k 


determina un doblete de momento 


de corriente) y que los restantes términos 


tipletes de orden 2%. 
Respectivamente, si en el o se tiene 


determinan en el punto a mul- 


w(2)=c,2"+ eE im 240 ++ ra 


el término 


In z determina en el o» un manantial-torbellino de potencia 


T+1Q 
21 


—Q e intensidad —T, el término E z derermina un doblete de monento p (la direc- 


ción de las llneas de corriente en el oo coincide con la dirección del radio vec- 
tor p) y los restantes términos cyz* determinan muttipletes de orden 2%. 

Los puntos en los que V=0 y, td consiguiente, w (2)=0, se llaman puntos 
eríticos de la corriente, de estos puntos las líneas de corriente y equipotenciales 
salen alternadamente. Si el punto crltico es un cero de orden Si de la deri- 
vada, estas llneas forman entre sl ángulos de s:/2n. Una ramificación semejante 
de las lineas es posible tamblén en el oo. 


En los problemas 1272—1285 se requiere construir, a partir del 
potencial complejo de la corriente dado, las líneas equipotenciales 
y las líneas de corriente, determinar V, los puntos singulares y crí- 
ticos, la potencia y la intensidad de los manantiales— torbellinos 
y los momentos de los dobletes, asi como estudiar el comporta- 
miento de la corriente en el oo. 

1272. w=cz(c=a + ib). 

1273. w=2" (en particular, n=2, 3). 


1D SI Q=0, se tiene un torbellino (a; TI). Si P=0, si tiene un manantial 
(a; Q). Si la potencia del manantial es Q < 0, suele decirse generaimente que 
se tíene un sumidero. 
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1274. m= HH inz. Considere, en particular, los casos P=0 y 
Q=0. 


PER y za 
1275. w= In. 


1276. w=t. Determine también la velocidad en los puntos 
2+1. 

1277. 1) u=24É,; 2 w=2E, 1278. w=<. 

1279. w=In(22—a?*) (a> 0). Determine también la velocidad 


en los puntos + a. 
zp? 


1280. w=in za (a > 0). 

_2Q iy e 1 
1281. 0=2in(2—+). 1282. w0=In(14 5). 
1283. w=in (224). 
1284. w=az+L Inz (a>0, Q >0). 


1285, w=a2 +37 In2 (a>0, P>0). 


1286. Investigue el carácter de la corriente en el recinto 
12]>R, si 


w=a(2 +5) + 3gIne(a>0, T>o0). 
Considere los casos: P <4naR, P =4nxaR y TP > á4xaR. 


1287. Halle en todo el plano el potencial complejo w(z) de la 
corriente, formada por los manantiales— torbellinos ((aj; Q., ra) 
(k=1, 2, ..., n), que tiene en el infinito la velocidad dada 
V,=Ve'z, 

1288. ¿Puede partir una línea de corriente de un punto que es: 
D) un torbellino, 2) un doblete, 3) un torbellino y un doblete a 
a vez. 

1289. Halle la ley de variación de un manantial — torbellino, de 
un doblete y de un multiplete, situados en el punto a o en el oo, 
para las siguientes transformaciones conformes univalentes de unas 
vecindades de estos puntos (c, 340, e, 0): 


1) ¿=a +0, (2-0)+...5 2) E=a+ ; 


3) bo +. ¡4 E=cz2+0+... 
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1290. Halle la ley de variación de un manantial — torbellino para 
las transformaciones n— valentes: 


E=a+e(2—aP+..., C.0; 
E=ap GA 00 


1291. Demuestre que la corriente puede ser prolongada según el 
principio de simetría a través de una parte rectilínea o circular de 
una línea de corriente o de una línea equipotencial, con la parti- 
cularidad de que un manantial — torbellino se transforma en un ma- 
nantial — torbellino, un doblete en un doblete y un multiplete, en 
general, en un conjunto de multipletes hasta el mismo orden inclu- 
sive. Halle la ley de variación de la potencia y de la intensidad 
de un manantial —torbellino y del momento de un doblete. 


Observación. En el problema 1291 se establece el principio de simetría que, 
junto a las Iransformaciones conformes, se emplea ampllamente en la construcción 
de corrientes (véase los problemas 1293—1301). 

Del principio de simetrla se deduce que, siempre que exista una parte recti- 
tínea o Circular en una linea de corrlente o en una lfnea equipotencial, la 
corriente debe ser simétrica respecto a esta linea. Esto impone ciertas limitaciones 
ro sólo a las singularidades de la corriente fuera de estas lineas, sino también 
en estas lineas o en sus extremos (si es que existen). 


1292. Una corriente en el 2—plano está formada por un número 
finito de manantiales, torbellinos y dobletes. 

1) Halle la condición necesaria y suficiente para que la circun- 
ferencia |z|=R sea una línea de corriente, si los manantiales, los 
torbellínos y los dobletes: a) no se hallan sobre esta circunferencia; 
b) se encuentran todos en ella; c) algunos se hallan sobre ella y 
otros no. 

2) En estas mismas suposiciones halle las condiciones para que 
la circunferencia |z[=HR sea una línea equipotencial. 

1293. Halle los potenciales complejos de las corrientes en el 
semiplano superior Imz> 0 a partir de las singularidades dadas y 
del valor de la velocidad Va: 

1) La velocidad V. =V. 2) El torbellino (a; T) y la velocidad 
V. =0. 3) El manantial (a, Q) y la velocidad V,=0. 4) El do- 
blete (a; p) y la velocidad Vo =0. 5) Los manantiales — torbellinos 
4(A2; Qs Ty) (R=1, 2, ..., n), el doblete (a; p) y la velocidad 
Vo =V. ¿Qué se puede decir acerca del comportamiento de la co- 
rriente en el oo? 6) El manantial —torbellino (0; Q; T) y el doblete 
(0; p); Va =0. ¿Qué valores puede tomar el momento del doblete p>? 
¿Es siempre posible ta corriente, si P'* 0? 

1294. Construya en el círculo [z|< R las corrientes que tienen 
respectivamente: 

1) el torbellino (a; T); 2) el doblete (a; p). 
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1295. Halle las condiciones para la posibilidad de la construc- 
ción de corrientes en el círculo |[z| <R, si: 

1) sólo hay manantiales ((az Qu) (kR=1, 2, ..., n), situados 
en el interior del círculo; 

2) además de jos manantiales del punto I) hay manantiales 
[(as; Qu) (R=1, 2, ..., m), situados en la circunferencia | 2|=R. 

Halle en ambos casos los potenciales complejos de las corrientes. 

1296. Construya en el recinto |[z|>R las corrientes que se 
caracterizan, respectivamente, por: 

1) el torbellino (a; F'), la velocidad V.=0 y la circulación en 
el infinito Ta =0; 

2) el doblete (a; p), la velocidad V¿-=0 y la circulación Py. =0; 

3) la velocidad V. =Ve'z y la circulación T, =0; 

4) la velocidad V,.=Vela y la circulación T a lo largo de la 
circunferencia [2|=R. 

Observación. Los dos ejemplos últimos del problema [298 ofrecen la circun- 
dación de un círculo con una velocidad dada en el infinito con circulación y sin 
circulación (véase, por ejemplo, [2, capítulo 111, n* 49). 


En los problemas 1297—1300 construya, aplicando el principio 
de simetría, las corrientes a partir de las singularidades dadas (en 
el infínito y en los puntos angulares la velocidad es igual a cero). 

1297. En el recinto |z| > 1, Imz > 0 y con el torbellino (ia; 1), 
a>0. 


rn 

1298, En el ángulo 0 < argz < 5 con el manantial (ae! S; 0). 
a> 0. 

1299, En el primer cuadrante Rez>0, lmz>0 con el ma- 
nantial (1; Q). 

1300. 1) En el primer cuadrante Rez > 0, Imz > 0 con el ma- 
nantlal (1; Q) y con el sumidero (í; — Q). 

2) En el primer cuadrante Re2 > 0, Im2 > 0 con el manantial 
(1+5 Q) y con el sumidero (0; — Q). 

1301, Construya la corriente en todo el 2z-plano, si se sabe que 
en el semiplano superior imz > 0 tiene un doblete (a, p) y manan- 
tiales-torbellinos ((4g Qu, Ta) (R=1, 2, ..- , n), que el eje x es 
una linea equipotencial y que la velocidad Vu. =Ve'*. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 

1302. Construya la corriente en todo el 2-plano, si se sabe que 
tiene manantiales-torbellinos gos Qs. TY) (£=1, 2, ..., n) y un 
doblete (a, p) en el círculo |z2| <R, que la circunferencial |z|=R 
es una jínea equipotencial y que ia velocidad V. =Ve'*. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 

1303, Construya en un recinto simplemente conexo D limitado 
por el contorno C una corriente que tiene manantiales-torbellinos 
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4(4x Qu TY) (k=1, 2, ..., n) y para la cual C es una linea de 
corriente, ¿Es siempre posible una corriente de este tipo? 

1304. Construya en un recinto D que contiene el punto infinito 
y está limitado por un contomo C la corriente con manantiales- 
torbellinos f(4g Qu Pi) (R=1, 2, ... , n) y la velocidad dada 
V,.=Velz, para la cual C es una linea de corriente. ¿Es siempre 
posible una corriente de este tipo? 


En los problemas 1305—1312 se considera la circundación de 
contornos acotados y no acotados (que deben ser fíneas de corriente). 
Los problemas se resuelven mediante la transformación conforme en 
el exterior dei circulo, en el semiplano superior o en una franja 
rectilinea. 

1305. Construya la circundación de un contorno acotado C con 
la circulación T' dada y la velocidad Vo. =Ve'". ¿Qué transformación 
realiza el potencial complejo w(z) en el caso en que P =0? 


1306, Construya la circundación de la elipse += l: 


1) con la velocidad dada V. y sin circulación; 

2) con la velocidad dada V. y con la circulación T. 

1307. Construya la circundación de la placa |x|<C, y=0: 

1) con la velocidad dada Vu y sin circulación; 

2) con la velocidad dada Vo y con la circulación T defínida por 
la condición de que uno de los extremos de la placa es el punto 
de partida de la corriente (postulado de ZhuRovski —Chaplyguin). 

1308. Construya la circundación del perfil de Zhukovski'” con la 
velocidad dada Vo. y con la circulación P' definida por el postulado 
de Zhukovski—Chaplyguin (el extremo agudo del perfil debe ser 
el punto de partida). 

En los problemas 1309—1312 construya la circundación de los 
contornos dados. 


1309. De la parábola y* =2px (por el exterior y por el interior). 

1310. De la rama derecha de la hipérbola 5—E=1 (por el 
exterior y por el interior, con la velocidad Va =0). 

1311. De las semirrectas — 00 <x<—l, y=>31. 


1312. De las semirrectas | <|x|< oo, y=0. 


En los problemas 1313—1317 se consideran corrientes periódicas 
(V (2 + 0) = V (z)) y corrientes en franjas curvilíneas (canales). Para 
construir estas corrientes es preciso transformar conformemente las 


1 Véase el problema 313 y la respuesta al mismo. 
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franjas curvilíneas en franjas rectilineas, prolongar las corrientes 
mediante el principio de simetría y emplear el desarrollo de iuncio- 
nes meromorfas en series de fracciones simples. 

En los problemas 1313 y 1314, para las corrientes periódicas 
con el potencial complejo dado y en la franja del período, analice 
las singularidades, construya esquemáticamente las líneas de corrien- 
te y las lineas equipotenciales y determine la velocidad en el oo, 

1313. w==2 Insen z;, 2) w=2 In sen z. 

1314. w=2.ctgz (o<argr<3). 


1315. En la franja rectilínea S:0 <x< w del z-plano construya 
la corriente, formada por el manantial — torbellino (a; Q, TP), a€S, 
que tiene las velocidades dadas V (x-+ ¡00) =1V y V(x—io00)= 1V,. 
«¿Es siempre posible una corriente de este tipo? 

Construya esquemáticamente las líneas de corriente y las líneas 
equipotenciales cuando P=0 ó Q =0. 


Sugerencia, Prolongue la corriente aplícando el principio de simetría y haga 
uso del resultado del problema 1313. 


1316. En la franja rectilinea S: 0 <x< w del z-plano construya 
la corriente, formada por el doblete (a; p), a€S, que tiene la ve- 
locidad dada V (x + í 00)= ¡¿V. Construya esquemáticamente las líneas 
de corriente y las lineas equipotenciales. 

1317. Construya en la franja curvilínea S del z-plano, limitada 
por los contornos C, y C,, la corriente que circunda C, y C,, tiene 
manantiales —torbellinos dados y dobletes en S y tiene las velocidades 
dadas V, y V, en los puntos infinitos Q, y £, de la franja S. 
Indique las condiciones suficientes para la existencia de una corriente 
de este tipo. 


Una corrlente se denomina doblemente periódica al su velocidad w”(2) es una 
función elíptica. 
Se llama función elíptica una función meromoría doblemente periódica, de 


, , 
períodos 2w y 2w”, slendo Im = 0 (en lo sucesivo se acepta que Im > > o) . 


De esta definición se desprende que f(24-2mw-4- 210") =f (2), donde m y n son 
números enteros cualesqulera o ceros, 

El paralelogramo de vértloes Zy, 24420, 2420" y 2420420" (2, es un 
punto arbltrarlo), se denomina ger ibi de períodos. 

Si f (2) es una función elíptica distinta de una constante, posee las siguientes 
propledades (teoremas de Llouville): 

y f (2) tlene al menos un polo en el paralelogramo de pertodos. 

2) la suma de los residuos de f (2) respecto a todos los polos, situados en el 
paralelogramo de períodos, es Igual a cero; 

3) la ecuación ra tlene en el paralelogramo de períodos la misma can- 
tidad de raíces cua y que sea el número complejo a, finito o infinito (este 
número de raíces se llama orden de la función elfptica); 
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4) la diferencia entre la suma de todos los ceros y la suma de todos los 
polos de la función f (2), situados en el paralelogramo de periodos, coincide con 
uno de sus perfodos, es declr 


Y us — Y) Ba =2p10+2v0' (u y v son números enteros). 
Se llama Sigma función de Weierstrass a la función entera 


om=2 IT (1-4) ¿ú 2, (6) 


donde Q =2nw0+-2mw” y el producto se toma respecto a todos los Q diferentes 
de cero, La función «a (2) es Impar. 
Se llama Zeta función de Weierstrass a la función meromorfa 


a'(2) 1 . 1 yz 
co TO=4N (atar): (7) 
donde la suma se toma respecto a todos los Q diferentes de cero. La función 
€ (z) es impar. 

La funclón de Welerstrass fP (2) de perlodos 2w y 2w" (véase la pág. 178) 
está esta a £ (z) madiante la relación $ (2) =— [' (2). 

amo 


18 (2 4 20) —E (231 8 (2) —P (24 20) =0, 

se tiene 

E (2 +20) —£ (2) == 2n 
y auálogamente 

E (24 20") —E (2) = 20, 
donde n y n' son constantes, Valiéndose de que la función £(2) es impar, es 
fácil probar que y +10) y Y=5(0') 

u 


Las magnitudes n, yn”, w y w están ligadas por la relación de Legendre 
'— te 
n no 2" 


Tomemos 
n=% N=MwW Y N+N=NM» 
0=0,, 0=03 Y 000. 


Las funciones 0, (2) se definen mediante las relaciones 


yr! O (2 —04) 7% 
Or a (2=1, 2, 3). (8) 
Respectivamente, 
yn Ok (2) 
be (2) 


Las funciones gg (2) están ligadas a la función de Welerstrass fP (2) y a las fun- 
clones de Jacobl sn z, cn z y dn z mediante las siguientes fórmulas 


veo=a= 20. (10) 
Men — 012) _01 (2) _03(2) 
snu= V e, — €z ala* a ae ES dn a (11) 


donde u=z Y €, —€z y €e4=8P (og) (véase la pág. 179). 
Mediante 0 (2) y ¿(z) se puede expresar cualquier función eliptica. 
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Si f(z) tíene en ef parafeiogramo de períodos sofamente polos simples 6 de 
residuos Ag(R=1, 2, ..., n), se tlene 


H2)= Y) Ant (2—0x)+C. (12) 
k=] 


Si f (2) tiene en e) paralelogramo de perlodos ceros ag y polos ba (k=1,2, .... 2) 
cada uno de los cuales se escribe tantas veces cuanta multiplicidad tiene, es 


o (2—4,) 0 (2—A4y) ... 0 [Z2—Ap) 


=C . 13 
pe o(z2—bi)0(2—by) .-. o[(2—bp) 31% 
r n 
donde n= y 4r— y ba. 
k=1i R=2 
Se llama Theta funciones de Jacobi a las funciones 
S (+) 
0 9=: Y (ingl 24 into 
na-a 
a ELA 
=2 Y e 7) sen (2n + 1) 50, (14) 
=0 
y ] + 1 
4% (9+>)- d(0)=9* ertvo, (+3+3): 
1 
0.()=— ig Terivo, (e+3) : (15) 
donde g=e" y r=0'0. 
Las Theta hunclones están ligadas a las Sigrna funciones por relaciones de tipo 
nz 
30 0, (0) 
=2),020 LL 16 
0(2)=2w,e 9; (0) (16) 
nz 

ÓN (17) 


9 +1 (0) 
donde 2=2wyv. 
La ventaja de las Theta funciones consiste en la rápida convergencia de las 


serles que las determinan. Empleando la fórmula (16), la representación (13) se 
puede escribir en la forma 


zZ—; 2—4y Z—Gn 
(5) (5) -4 (5. 


z—bi 0 (52) 2—bn Ñ 
(332) "za Al 

Empleando las fórmulas (11), (16) y (17), se puede obtener la expresión de 
las funciones de Jacobl snz, cnz y dnz a través de las Theta funciones. 


En fo sucesivo se supone que w es un número reaí y que w” es un número 
imaginarlo puro, es decir, que los paralelogramos de perfodos son rectángulos. 


f(z) =C (18) 


1318. Demuestre que ia función 


Hu) =3 5 (u—a) +Cu 


es el potencial complejo de una corriente doblemente periódica con 
un doblete (a; M)(M es el momento del doblete) en el paralelogramo 
de períodos. 

Considere, en partícualar, los casos en que: 

1) a=0 y las curvas Imu= -+ Im” son lineas de corriente; 
construya esquemáticamente las lineas de corriente y las lineas 
equipotenciales; investigue la transformación conforme que realiza 
la función t=f(u). 

2) f(u +20) =f (u); construya esquemáticamente las lineas de 
corriente y las lineas equipotenciales e investigue la transformación 
conforme i=f (u). 

1319. Demuestre que las corrientes definidas por los potenciales 
complejos [,(u) (k=1, 2, 3) se reducen mediante traslaciones en 
los planos u y £ a las corrientes del problema 1318 (con C =0). 

Sugerencia. Haga uso de las fórmulas (8) y (9). 


1320. Demuestre que las corrientes definidas por los potenciales 


complejos 
0 
% (5) (k=1, 2, 3, 4) y Z(u) 
9 (75) 
(véase la pág. 176) se reducen mediante transformaciones lineales 
a las corrientes del problema 1318, 2). 


1321. Demuestre que la corriente definida por el potencial com: 
lejo E (u) (vease la pág. 176) se reduce mediante transformaciones 
íneales a la corriente del problema 1318, 1). 


Sugerencia. Demuestre previamente las selaciones ] 


E e 
as 2 = 4 
K?*=(e, —€3) 0? y K =. 


+1 


1322. Halle el potencial complejo f(u) de una corriente doble- 
mente periódica con dos dobletes (a; M) y (PB; N) en el paralelo- 
gramo de períodos. 

Analice en qué caso la función f(u) será elíptica y las curvas 
Imu=+Imo'", Reu=>+0 serán lineas de corriente y líneas 
equipotenciales (o viceversa); construya esquemáticamente las líneas 
de corriente y las líneas equipotenciales. 


En los problemas 1323—1325 investigue las corrientes doble- 
mente periódicas definidas por los potenciales complejos f (u) dados. 

1323. snu. 1324. cnu. 1325. dn'u. 

1326. Halle el potencial complejo f(u) de una corriente doble- 
mente periódica con dos manantiales-torbellinos («; Q, T) y (B; —Q. 
— TT) en el paralelogramo de periodos. Considere, en particular, los 
casos en que a=0, a=0w, 2=0+0" y P=0". 
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Halle la forma de la función f(u) que satisface la condición 
f(u + 20) =F(u). 

En los problemas 1327—1329 investigue las corrientes deiinidas 
por :os potenciales complejos f(u) indicados. 


1327. 1) Insnu; 2) ln cnu;) Iindnu. 1328. $ (u). 
1329. In0,() (v=3h, k=1, 2, 3, 4). 


Para construir un potencfal complejo f (2) en un recinto doblemente conexo D, 
éste suele primero transformarse conformemente en un anillo circular R:p <|f|<1 
(u = 1/p es el módulo de D); a su vez, el anillo R con el corte radial ]p, 1] se transforma 
mediante la función f = “1/2 en un rectángulo de vértices 0, 2, 2040” y w” del 


u-plano de manera que los bordes del corte se transforman en los lados laterales y 
w 1 . % 2 , 
tu = —. Las características de la corriente en el rectánguio se determinan 


siguiendo el método de solución del problema 1289. Como las bases del rectángulo 
son lineas de corriente, la corriente se prolonga a través de ellas por el principlo 
de simetría (véase el problema 1291). Después se determina el potencial complejo 
UD (u) de la corriente doblemente periódica de periodos 2w y 2” obtenida; entonces 
(2) =D [u (2)] (véase el libro de L. /. Sedo, señalado en la pág. 181). 


1330. Halle el potencial complejo de la corriente: 

1) en el anillo circular R: r, <|z|] <r, con las circulaciones P 
a la largo de las circunferencias frontera; 

2) en un recinto cualquiera D* acotado y doblemente conexo 
con las circulaciones TP a lo largo de los contomos frontera; 

3) en el exterior de los circulos sin puntos comunes con las cir- 
Erie +TF en las circunferencias frontera y con la condición 
Vo =V4, 

4) en un recinto doblemente conexo D, que contiene el punto 
infínito, con las circulaciones E T' a lo largo de los contornos fron- 
tera y con la condición V. = 0. 

1331. Construya en el anillo circular R:p <|z|< 1 la corriente, 
formada por el doblete (a; p)(p <a< 1), que circunda sín circula- 
ción los contornos frontera. Investigue la transformación f=f(2) y 
censtruya el esquema de la posición de las lineas de corriente. 


Sugerencia. Haga uso de las soluciones de los problemas 1289, 1) y 1322. 


1332. Construya en un recinto doblemente conexo D que contiene 
el punto infinito la corriente que circunda sin circulación los con- 
tornos frontera y que tiene en el oo la velocidad V. =Ve'*, 

1333, Construya en el anillo circular R: p <|z]|< 1 la corriente, 
formada por un doblete y un cuadriplete situados en el punto 2=1, 
que circunda sin circulación las circunferencias frontera. Construya 
las líneas de corriente e investigue la transformación f= f(z). Con- 
sidere, en particular, el caso en que sólo hay un doblete. 


1) Aquí y en lo sucesivo se supone conocida la función que transforma el 
recinto D en un anilio. 
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Sugerencia. Represente el potenclal complejo f (2) en la forma 
Ho ¿AA E Pa +++ > 


y examine qué valores de Cy y C-, son posibles, 


1334, 1) Construya en el anillo circular R:p < | z|< 1 la corriente, 
formada por el torbellino (a; TP) (p <a< 1), que circunda las cir- 
cunferencias frontera con las circulaciones TF, (a lo largo de la cir- 
cunferencia |z|=1) y TF, (a lo largo de la circunferencia |z|=p). 
¿Pueden escogerse arbitrariamente F, P, y F',? Considere, en particular, 
los casos en que P,=0 y T,=—T.. 

Investigue las transformaciones que realizan las funciones 1 =f (2), 
23 =evutiT en el primer caso y las funciones ¿=f (2), 3=e-“ut/T 
y s=VW3—3.(3, =—ervT, donde +, es el valor de la función 
de corriente en el punto critico) en el segundo caso. Construya en 
el plano u las líneas de corriente y las líneas equipotenciales. 

2) Construya en un recinto doblemente conexo D que contiene 
el punto infinito la corriente que circunda los contornos frontera 
con las circulaciones T, y F, y que tiene la velocidad V., =Ve'*. 


$ 2. APLICACIONES A LA ELECTROSTATICA 


Un campo electrostático plano de Intensidad E=Ex+ Ey =Eel se caracte- 
riza por una función analítica w(2)=u-+:iu llamada potencial complejo; u se 
Mama función potencial (yes siempre unlformel) y u, función de fuerza. Las cur- 
vas u=const se llaman fíneas equipotenciales y las curvas u=const, lineas de 
fuerza del campo. Se tlene 

E=-— grad u=-— ¡w'(2), E=]u (2), a= ¿aw (2), 


Ex=—= ay? Ey aya ax 
En todos los probiemas de este párraio, en los que se trata de campos elec- 
trostáticos en recintos limitados por uno o varios contornos frontera, se supone 
ue a lo largo de cada contorno simple la iunción potencial es constante (es 


ecir, cada contorno de este tipo es un conductor). 
Si a es un polo de w'(z) y para w existe en una vecindad de a el desarrollo 


> ¿++ Pie e (2 a)+.... 


—ay" z—a z2—a 


el término 2qí ina deilne en el punto a una carga puntual plana de mag- 


nitud p=2q, designada (a; 29) (en este caso a una unidad de longitud de un 
conductor rectillneo perpendicular en el punto a al z-plano corresponde en el 
espacio la carga q); el término pi/(z—a) define en el punto a un dipolo de mo- 
mento p, designado (a; p) (p es un número complejo; el argumento de ¿ deter- 
mina la dirección del eje del dipolo); los restantes términos c-¿/(2—a)k (k=2, 
, n) definen en el punto a multípolos de orden 2f. 
Respectivamente, si en el oo se tiene 


w()=c" +... +piz42qi In 2+00+ <<. 
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el término 2qí in z define en el e) una carga puntual plana de magnitud p=2q 
y el término piz, un dipolo de momento p. 
Si la función w=u-+¿u se considera a la vez como el potencial complejo 


del campo electrostático E=-— w” (z) y como el potencial complejo de la co- 


rriente de un itquido con la velocidad V=w”(2), esto conduce a la siguiente 
analogía electrohidrodinámica: 


| Corrlente de un tíquido | Campo electrostático 


Ú Función potencial Función de fuerza 
u =cConst Líneas equipotenciales Líneas de fuerza 
v Función de corriente (puede | Función potenctal (siempre uni- 
ser multiforme) forme) 
y =canst Lineas de corriente Líneas equipotenciales 
Dz —U, Consumo del líquido Diferencia de potencial 
Gn Circulación r=$ Vs ds Flujo N= $ Ends 
E Torbellino (a; F) Carga puntual (a; 2q)q =T/4x 
=- Manantial > 
E Dipolo de momento p Dipolo de momento p/2xi 
= Circundación con torbellinos | Campo con cargas, dipolos y 
y dipolos dados lineas equífpotenciales fronte- 
ra dados 


En los problemas 1335—1342 hay que determinar a partir de 
los potenciales complejos dados w(z) las funciones potencial y de 
fuerza, la intensidad del campo, el carácter de las singularidades 
(entre ellas, también en el 00), así como construir esquemática- 
mente las familias de las líneas equipotenciales y de fuerza (q es 
un número real). Compare con las soluciones de los problemas 
1272-—1285. : S 


1335. w=cz (c=a + (BP). 1336. w=2 iIn>. 1337. w=2qí In x 


x=5. 1338, w=2qiÍn(2+—a?) (a > 0). 


1339. w=% (p=|pje=). 1340. w=2+*. 


2 
1341. w= piz + 24 In— (p >0, q >0). 
1342. w=piz4+2i Y) q,In¿—(P>0,q,>0,0,< 4)... <a). 
kl 


1343. Halle la ley de variación de una carga puntual (a; 2) y 
de un dipolo (a; p): 
1) en una transformación conforme univalente; 
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2) en la prolongación según el principio de simetría a través 
de una parte rectilínea o circular de una línea equipotencial. 

1344, Pruebe que el potencial complejo de un campo electros- 
tático, formado en un recinto simplemente conexo D cualquiera 
por la carga puntual (a; 2q), se define mediante la fórmula 


Al í 
w = 2qi In mato 
donde f(z, a) es la función que transforma conformemente el re- 
cinto D en el círculo unidad de manera que f (a, a) =0 y c es una cons- 
tante real. 

Establezca la relación entre la función potencial v(z) y la fun- 
ción de Green del recinto D (véase el problema 1043). 

En los problemas 1345—1351 halle, empleando los resultados 
del problema 1344 o el principio de simetría, los potenciales com- 
plejos de los campos electrostáticos, formados por las cargas pun- 
tuales dadas en los recintos indicados. 

1345. En el semiplano superior Im 2 >0 por la carga (z,; 2q). 

1346. 1) En el círculo |2| < R por la carga (20; 2q); 2) en el 
exterior del círculo |z| > R por la carga (27; 29). 


1347. En el exterior de la elipse + kh=1 por la carga (oo, 2g). 


Er En el exterlor del segmento |x|< R, y=0 por la carga 
(oo, 29). 

1349. En el exterior del cuadrado | x| < d, |y| <d por la carga 
(00; 29). 

1350. En el rectángulo |x| <a, |y] <b por la carga (0, 29). 

1351. En el rectángulo 0<x<2a, 0<y<2b por la carga 
(zo; 29). 

En los problemas 1352—1356 construya los campos electrostá- 
ticos formados por los dipolos dados. 

1352. En el circulo |z2| < R por el dipolo (a; p). 

1353. En el exterior del circulo |z| > R por el dipolo (a; p). 

1354. En el exterior del segmento |x| < R, y=0 por el dipolo 
(co; p). ; 

3 
1355. En el exterior de la elipse 5 +=! porel dipolo (co; p). 


1356. En el rectángulo |x]<a, |y|<b por el dipolo (0; p) 
(pi = pelo). 

1357. Demuestre que el campo electrostátlco, formado en un 
recinto simplemente conexo cualquiera D por un dipolo (a; p), se 
define por el potencial complejo w=*f(z), donde la función f(z) 
transforma el recinto D en el exterior de un segmento horizontal 
de manera que f(a)=0o0 y que la parte principal de f(z) en el 


punto a es igual a 2, siazxoo, y a piz, si a=00. 
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Halle f (2), si se conoce la función 1(z) que transforma el re- 
cinto D: 

1) en el interior del circulo unidad, si a=+oo, con la particu- 
laridad de que t(a)=0 y 1' (a) > 0; 

2) en el exterior del circulo |¿| > R, si a=0o, con la parti- 
cularidad de que t(00)=00 y f' (00)=1. 

1358. Construya en el recinto simplemente conexo D el campo 
electrostático, formado por cargas puntuales ((a,; 2qx)) (k=1, 2, 
.-.,. 1) y por el dipolo (a; p). z 


Sea ¿a 2) la función de Green del recinto D (véase la pág. 137), cuya 
frontera T' se compone de contornos simples y llzos a trozos T¡, Ty, ... Py; sea, 
además, n la normal Interior de T' y supongamos que T' se recorre en la direc- 
clón posttiva to a D. St 40) es una función armónica en el recinto D y 
continua en TF, de la fórmula de n se deduce “que 


ac JE 2 ds 


1 E) 1 1 Qu(t) 
0 O A Je 


SI el recinto D contlene el punto Infinito y la función u (2) es en él armónica 
debe agregarse a los segundos mlembros de las fórmulas niencionadas u (00). En 
este caso, la función de Green g(z, co) puede ser representada en una vecindad 
del punto Infinito en la forma 


1 
gt, oj=intai+y+o (537). 
La magnitud 
y= ltm |ig(z, o0)—In]2]) 
Dm 
se llama constante de Roben del conjunto cerrado que representa el complemento 
de D en el 2-plano; la magnitud e-1 se llama capacidad de este conjunto. 
1359. Demuestre las siguientes proposiciones (n es la normal 
interior): 
EE 1 l (og(t, a) ] 
1) £lz, Mn =7=3) En hq=7 


si ax 00; 


2) glz, 00) =y= A ds si z€ D y el recinto D 


contiene el punto infinito; 


3) 5 2 tp E” ds=y si z€ D y el recinto Dcontiene 


el punto infinito; 
4) 5 E ds siazjoo osia=00€D, 
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Sugerencia. En el punto 1) haga uso de la propledad de stmetría de la fun- 
ción de Green g(í. 2)=g(z, £) y de la representación integral de una función 
armónica a través de sus valores frontera. En el punto 2) haga uso de la repre- 
sentación integral de la función In] ¿— +2 o 2) —g(t, 00) armónica en D, del paso 
al límite y de la propiedad de simetria A 2)=g (2, 0). En el punto 3) pro- 
ceda de la misma forma, pero partiendo de la función In] ¿—z|-—g(€, oo 


La !unción 


Do (2) =2g In =p 


se llama potencial logaritmico de la carga puntual (a; 29). En el z-plano am- 
pliado vo E) representa el potencial logaritmico de dos cargas puntuales: (a; 27) y 
(uo; —2). 
Sea F un contorno que verlfica las condiciones indicadas en la pág. 196 y 
sean p(b) y v(t) reales y continuas a lo largo de T. 

La integral 


oc [ota 7% 


se llama potencial logarítmico de una cope simple de densidad de distribución 
P(t) (en el espacio le corresponde el potencial de una superficie cilíndrica car- 


gada de base T' y de densidad superficial de carga £ , es decir, a un elemento 


cuadrado de la superfície sobre el arco ds corresponde la carga Lan 5 


La función vu (z) es continua en el z-plano finito y armónica en todo punto 
no perteneciente a P', a excepción del punto z= 00, donde tlene una singularidad 


logaritmica 
v(-)=—27 In] 2|+0 (Hr) , 2=S paras 


(costo significa que al potencial v(2) corresponde la carga (oo; —2g))- 
La integral 


A rd 
Tr 


se llama potencial logarltmico de una capa doble de densidad de distribución v(€); 
a lo largo de T' se hallan distribuldos e apo de eles orientados según la direc- 
ción dada de la normal n a TF, y según la dirección de la normal Interior, sl T 
es la frontera de un recinto; v ($) es la densidad de distribución de los dipolos). 
Si 0(f, 2) el ángulo entre n y el vector qué va de [az y del, 2) es el 
ángulo bajo el cual se ve desde z el elemento de arco ds, se tlene 


o, a E ASIA s). 
r 


En particular, para un contorno cerrado T' y para v(f) ww | se tlene 
E) 1 di 2x, sí 2 se halla dentro de TF, 

dm "Ti=2T 4742, sl z se halla sobre T, 

r 


O, sí z se halla fuera de TF 
(véase también el problema 1041). 
La función de Green g(z, a) de un recinto D puede ser considerada también 
como un potencial de un campo electrostático formado por la carga puntual 


1 Véase Nevanlinna R., Elndeutige analytische funktionen, Springer, Berlin, 
1953, cap. V, $ 2. 
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(a; 1), sl la frontera T' del recinto D está conectada con tierra. El problema 1359, 
1) demuestra que en el caso en que a oo la conexlón de T con tierra equivale 
a la distribución a lo largo de TF de una carga de densidad de distribución 


p()= — q a) . Además, según e] punto 4) del problema 1359, la mag- 


nitud total de la carga es Igual a —1. En el caso en que a=00, la carga 
(oo, 1) y la conexión deT' con tierra equivalen conjuntamente a la distribución 


a lo largo de T' de una carga de densidad de distribución p (t)= — 7 E) 
y de magnitud total —1 y a la adición de un campo de potenclal constante y 


¿véase 1359, 2)). En estos casos las distribuciones a lo largo de F' se llaman 
inducidas por la carga (a; 1). 

En los problemas 1360 —1363 halle la densidad de distribución 
e(t, a) a lo largo del contorno T' inducida por la carga (a; 1) y 
el potencial correspondiente de la capa simple v(z, a) para los re- 
cintos limitados por el contorno T. 

1360. Y' es el eje rea), Im a >0. 

1361. 1) T' es la circunferencia [2|=R y ja|< R; 2) T es la 
circunferencia |2|=R y [a] >R (considere, en particular, el caso 
en que 4= 00), 

1362. T es el segmento |x|<R, y=0 del eje real y a=00. 

1363. T es la elipse +=! y 4=00. 

1364. Considerando conocida la función de Green para un re- 
cinto D que contiene el punto 2= 00, resuelva el problema de Ro- 
ben: halle la densidad de distribución p (€) a lo largo de la fron- 


tera T' del recinto D de una carga unidad que crea fuera de D 
y a lo largo de T' un potencial constante *. 


Sugerencia, Véase el problema 1359, 3) y 4). 

En los problemas 1365—1367 resuelva el problema de Roben 
para los recintos dados D, Í 

1365. D es el exterior del círculo |2| >R, 

1366. D es el exterior del segmento |x| < R, y=0. 

1367. D es el exterior de la elipse A+ 1. 

En los problemas 1368 — 1371 halle las capacidades (véase la 
pág. 196) de los conjuntos cerrados. 

1368. |z2| <R. 1369. |x| <R, y=0. 

1370. 544<1. 1371. |2—4*|<ev(a> 0). 

1372. Sea y (t) una función continua real definida y diferenciable 
a lo largo de un contorno cerrado simple TP. 


13 En el libro de R. Nevanlinna menclonado en la pág. 197 se trata de la 
solución del problema general de Roben que exige determinar una distribución 
no negativa de una carga unidad sobre un conjunto dado E tal que el poten- 
clal logarttmico correspondiente tome en cada punto del conjunto E un mismo 
valor constante, 
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Demuestre que la parte real de la integral de tipo de Cauchy 


2 E al es un potencial logarítmico de una capa doble de den- 
r 
sidad p (£) y que su parte imaginaria es un potencial logarítmico 
de una capa simple de densidad of. 
1373. Demuestre que toda función v(z) acotada y armónica en 
el semiplano superior Imz > 0 puede ser representada en forma de 
un potencial logarítmico de una capa doble: 


(=p. 


En cambio, si v(z) es regular en el oo, puede ser representada 
también en forma de un potenclal logaritmico de una capa simple: 


v(2=0(00) 5/2 in sl dt. 


1374. Halle en el semiplano superior Im 2>0 el potencia 
complejo del campo electrostático, sí su potencial v(z) toma a lo 
largo del eje real valores dados constantes a pedazos. Represente 
la función potencial en términos de las medidas armónicas de los 
segmentos correspondientes del eje real (véase la pág. 141): 

1) y en el intervalo (—oo, a) y O en el intervalo (a, oo); 

A 2) y en el intervalo (a, b) y O en los Intervalos (—o0o, a) y 
(0, 00); 

3) Q. Y» «.., Y, en los intervalos (—o0, 4,), (4,, G,), ..., 
(An-1, 2,) respectivamente y 0 en el intervalo (a,, 00) (aquí 
41<4a,< ...< 4); 

4) p,en el intervalo (8,, 00) Y Q,. Ya, --., P, en los intervalos 
(—oo, 4,), (4,, a,), etc., respectivamente. 

Sugerencia. En el punto 1) haga uso de la transformación conforme en una 


franja; en los demás puntos haga uso del método de superposición (se puede 
también recurrir a ta fórmula integral de Schwarz para el semiplano, véase la 


pág. 141). 


1375. Halle los potenciales complejos w(z) y los potenciales u (2) 
en los recintos doblemente conexos con la diferencia dada d=w,—v, 
de los potenciales v, y v, de los contornos frontera: 

1) en el anillo circular r, <|z|< r,; 

2) en un recinto cualquiera doblemente conexo. 

1376. Demuestre que, si D es un recinto cualquiera doblemente 
conexo y Si la función potencial toma valores constantes (v, y 6) 
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en cada uno de los contornos que lo limitan, se tiene 
i (04—01) 


uk Int (2) 4+c-F¿0,, 


A) In|t(2)| +0, 


donde £(2) transforma conformemente D en el anillo 1<|t|<p 
u es el módulo de D) y el contorno frontera de potencial v, se 
convlerte en la circunferencia |f|=1; c es un número real. 

1377. Halle los potenciales complejos en los recintos doblemente 
conexos indicados (los potenciales v, y v, de los contornos frontera 
son constantes). 

1) En el exterior de las circunferencias Aris e (a > R) 
(v, es el potencial de la circunferencia de la izquierda). 

2) En el exterior de las circunferencias |z|=r, (con el poten- 
cial v,) y |2—a]=r, (a >r, +"). ] 

3) En el anillo circular no concéntrico comprendido entre lus 
circunferencias | z | =R (con el potencial v,) y |2 —a|=r (0<a <R—r). 


4) En la elipse +2 < | con un corte a lo largo del segmento 
que une sus focos (el potencial sobre la elipse es v,). 
5) En el exterior de los segmentos 1 < | x[< e ,y=0 (0<R< |). 


El segmento de la izquierda tiene el potencial v,. 
6) En el exterior de los segmentos |x|< 1, y=zx+x. El poten- 
cial del segmento superior es U,. 


w(z2)= 


1378. Sea D un recinto múltiplemente conexo con la frontera T' 
compuesta por n contomos T¿(kR=1, 2, ..., n) suaves a pedazos 
y sea ws (2) la medida armónica del contorno T, (véase la pág. 141). 
Si el recinto D es acotado, aceptaremos que TP, es su contorno 
exterior. Demuestre las proposiciones siguientes: 

1) Si el recinto D es acotado, se tiene 


ao 25 | a In ds (k=1,2, ....n—1), 


2l 


E 1 (do, (0) | 
o, (2)=1 A] án nr=]% 
Si el recinto D contiene el punto infinito, se tiene 
1 Jn, 
ws (2) = 0, (00) $20 1n == ds (k=1, 2, ..., 1). 
y 
2) Para los puntos 2 no pertenecientes al recinto D los dos 


miembros de las igualdades indicadas en el punto 1) toman el valor 
l en el recinto acotado por T, (respectivamente, por T,) y comple- 
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mentario de D y el valor O en el recinto limitado por Ty, ¿+k 
y complementario de D. 


Observación, Según el punto 1) las funciones wa (2) pronta en el recinto D 
los potenciales creados por las cargas de distribución inducidas a lo largo de T 


con las densidades de distribución pa (y =- 3 90) A 


En el caso en que el recinto D sea acotado, las magnitudes 0, (2), ..., 0,-1(z) 
coinciden exactamente con los potenciales logarítmicos de las distribuctones se- 
ñaladas inducidas a lo largo de T. 

Los valores de las cargas de distribución pr, inducidas a lo largo del con- 
torno T;¡(i, £=1, 2, ..., n) por el potencial wz (2), es declr, 


__1(%0(00, 1 dwg (2) 
pM= 5 | a a Su es 


ón 


se llaman constantes de capacidades mutuos de los contornos frontera (algunas 
propledades de los números p;a se consideran en los problemas 1078—1077). 


1379. Halle las medidas armónicas w,(2), así como las magni- 
tudes p,¿ (6) y P;a definidas en la observación al problema anterior, para: 

1) el anillo circular 1 <|[z|<u; 

2) un recinto cualquiera D doblemente conexo, considerando 
conocida la función que transforma este recinto en un anillo. 

1380. Sea D ei recinto del problema 1378 y sea v(2) el poten- 
cial acotado del campo electrostático que toma valores constantes 
ar(k=1, 2, ..., n) en los contornos frontera (conductores) T,. 
Demuestre las siguientes proposiciones: 


vt) = 32, 0, (2) 


2) Si el recinto D es acotado y T, es su contorno exterior, 
se tiene 
= du (E) 1 
v(2)=0.—2) In Tal 
T 


ds; 


en cambio, si D contiene el punto oo, se tiene 


v(2) =v(00) AT 
Demuestre que los segundos miembros de estas fórmulas son iguales 
aa,(k=1, 2, ..., n) en los recintos limitados por P, y comple- 
mentarios a D. 
3) Los valores de las cargas de distribución inducidas a lo largo 
de T, son iguales a 


i (dí . 
29,= —b da ) ds = Y Pings 
Tr k=1 


siendo q¡=0. 


n 
t=1[ 


Sugerencia. Véase el problema 1075, 1). 
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1 0 
da [$ (grad uJtdedy = Y” pirt;Qg. 
“DB Lk=1 
Sugerencia. Véase el problema 1076. 
5) Si w(2) es el potencial complejo del campo, para la intensidad 
de distribución inducida se tiene 


e i o0(t) i » = 
D (6) = — 37 A =+>3 [e (Dl. 


Sea D un recinto cualquiera múltiplemente conexo cuya fron- 
tera T' está compuesta por los contornos de Jordan T,, ..., T,. 
Existen transforriaciones conformes del recinto D en cada uno d 
los recintos canónicos siguientes que en Jas condiciones indicadas 
se determinan univocamente (a, b son puntos arbitrarios «el recinto 
D, A es un número complejo arbitrario): 

1) En el plano con cortes paralelus. La función transiormadora 
Í(z) se determina unívocamente, si se especifica su polo b y el 
coeficiente A del desarrollo 


a eb) bs». (b 72: 00). 
Ar 1 (b 00), 


2) En el plano con cortes radiales (así llamaremos el plano con 
cortes a lo largo de segmentos situados a lo largo de rayos que 
nacen en el origen de coordenadas) o con cortes a lo largo de arcos 
circulares concéntricos de centro en el Origen de coordenadas. La 
función f(z) se define por su cero a, su polo b y el coeficiente A 


dei desarrollo 
ls ¿+0 (2—b)+... (600), 
zZz)= 
Az El... (b=00). 


3) En un circulo con cortes radiales o con cortes a lo largo de 
arcos circalares concéntricos (de centro en el origen de coordenadas). 
La función f(z) se define por las condiciones f(a)=0, f' (a) =1 
y por la especificación del contorno T, que se transforma en la 
circunferencia. 

4) En un anillo con cortes radiales o con cortes a lo largo de 
arcos circulares concéntricos (de centro en el origen de coordenadas). 
La transformación se define univocamente, salvo transformaciones 
de semejanza y rotación, al especificar los contornos que se trans- 
forman en las circunferencias frontera interlor y exterior. 


202 


Véase, por ejemplo, T. M. Toryamm, Deomerpumueckas TOOPHA 
qyHxkuná komnnexcHoro nepemenHoro, ,Hayxa“, 1966, ra. V 
(Goluzin G. M., Teoria geométrica de las funciones de variable 
compleja). 

1381. Considerando conocidas la función que transforma con- 
formemente el recinto D en el plano con cortes po y las 
medidas armónicas w, (z) de los contornos frontera P,(fR=1,2, ... 

, 1)", halle el potencial del campo electrostático creado en el 
recinto D por el dipolo (a; p) cuando la frontera T” del recinto 
está conectada con tierra. 

1382. Considerando conocida la función de Green del recinto D, 
halle el potencial del campo electrostático en este recinto, formado 
por una carga puntual (a; 29) (4€ D) y con potenciales dados a, 
en los contornos frontera T,(f£=1, 2, ..., n). Obtenga la fórmula 
del problema 1344 para el caso en que el recinto D sea simplemente 
conexo, 

1383. Determine el carácter del campo electrostático definido 
e un recinto múltiplemente conexo D por el potencial complejo 

=f (2), donde f(7) es la función que transforma este recinto en 
el plano con cortes paralelos al eje real. 

1384, Determine el carácter del campo peclrosifties definido 


en un recinto D por el potencial complejo w= ?2qiln 7, donde la 


E ION 

función f(z) transforma el recinto D en: ' 

1) el plano con cortes a lo largo de arcos circulares concéntricos 
de centro en el origen de coordenadas; 

2) el circulo con cortes a lo largo de arcos circulares concéntricos 
de centro en el origen de coordenadas; 

3) el anillo circular con cortes a lo largo de arcos circulares 
concéntricos de centro en el origen de coordenadas. 

Halle en tudos los casos los flujos del vector de intensidad del 
campo a través de los contornos frontera. 

1385. Construya el esquema de disposición de las líneas equi- 
potenciales y de fuerza de un campo electrostático: 

1) formado pcr un dipolo en el «o en un recinto infinito 
doblemente conexo; 

2) formado por una carga puntual en un recinto acotado D 
doblemente conexo. 

En ambos casos los potenciales en los contornos frontera son 
ccnstantes. 

1386. 1) Exprese el potencial v(z) del campo electrostático 
formado en un recinto múltiplemente conexo D por cargas de 


1 Tanto una como otras se delinen mediante la función de Green; véase, 
p ejemplo, el $ i del complemento de M, Schiffer ai libro: R. Courant, 
richlet's Principle, E! Mappings and Minimal Surlaces, Interscience 
Publ., New York, 
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n 
distribución 2q, sobre nl 0-0) en términos de las medidas 


armónicas w, (2) de sus coniornos frontera. (A Jo largo de cada 
contorno T, el potencial es constante). 


Sugerencia. Haga uso de los resultados del problema 1380, 


2) Exprese el potencial v(z), si Y) q,=q>0 y hay una carga 
k=1 
puntual (a; —2g). 


Sugerencia, La determinación del potencial v(z)+-2q8 (2, a) se reduce al 
Punto 1). 

1387. Halle el potencial v(z) en el aníllo circular r, <|zl|<r, 
si los contornos del mismo llevan cargas de distribución 2q, y 2q, 
dadas y, además, en el caso en que q, +4,=q%0, hay una carga 
puntual (a; —2q). 

Sugerencia La función de Green del aniiio circular se puede encontrar 
escoglendo convenlentemente las circulaciones en ia solución del problema 1334. 


Por medio de las mismas también se determinan las cargas de distribución 
inducidas en los contornos frontera, relacionadas con la lunción de Green. 


$ 3. APLICACIONES AL PROBLEMA PLANO 
DE CONDUCCIÓN DE CALOR 


El problema plano sobre la distribución estacionaria de la 
temperatura en un cuerpo se caracteriza por una función analítica 
w(2)=u+iv (u es la temperatura) llamada potencial complejo del 
campo térmico. El vector Q =—Rk grad u=— kw (z) (k es el coe- 
ficiente de conducción térmica que en lo sucesivo se considera 
oi se llama vector de flujo del calor. El flujo de calor a 
través del contorno € es ígual a 


[Quds=—e A 
(n es ia normal exterior al contorno C recorrido en la dirección 
positiva). Como la función u es uniforme, el flujo de calor para un 
contorno cerrado C es también igual a in jor (2) d'z. Si en una 


vecindad del punto a se tiene 
C- 1 


w(2) = lR Fr +72 +0 +01 (2—a) +.. ] + m3. 


q ! . . R 
el término E in define en el punto a un manantial (a, q) de 


potencia q y el término == 


define en el punto a un doblete, 
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Tiene lugar la siguiente analogía con la corriente de un fluido 
y con el campo electrostático: 


Campo lérmico Not ii ue Campo, qrectros- 
Potencial 
complejo w(2)=u-+ 0 w(2)=u-+ 0 íw (2) =— u + iu 
Vector del =— kh grad u= V =grad u= E=— grad u= 
campo =-— kw' (2) =w" (2) =w' (2) 
u Temperatura Función potencial | Función potenclal 
u=const Linea Isotermas Líneas equípoten- | Lineas equipoten- 
ciales clales 
v Funclón de Funclón de —o, función de fuer- 
corriente corrlente za 
u=const Líneas de corrlente| Lineas de corrlente | Lineas de fuerza 
Manantial (a; q) Manantlal (a; Carga ee (a; 
— 4/R) q/2nk, 
Doblete Doblete Dipolo 
El campo térmico | La corriente, El campo con 
con manantiales, definida por cargas, diípolos y 
dobletes y con- el potencial contornos 
tornos frontera complejo ¡w (2) Irontera 


Isotérmicos dados 


con torbellinos y 
dobletes dados 
que circunda 

los contornos 
frontera 


equipotenciales 
dados 


1388. Formule el principio de simetría para la prolongación de 


un manantial de calor a través de una parte rectilínea o circular 
de la frontera del recinto. Halle la distribución de la temperatura 
en un recínto cualquiera D simplemente conexo, si se sabe que en 
el interior de este recinto hay un manantial (a; q) y que la tempe- 
ratura en la frontera tiene un valor constante C. 

En los problemas t389—-1392 halle la distribución de la tempe- 
ratura en los recintos indicados a partir de los manantiales dados, 
suponiendo que la temperatura es constante a lo largo de la frontera. 

1389. En el semiíplano superior Im z > 0; el manantial es (a; q). 

1390. En el círculo |z| < R; el manantial es (a; q). 

1391. En la semifranja |x| <a, y >0 con el manantial (ih; q) 
(A > 0). 

1392. En el rectángulo |x| <a, |y| <b con el manantial (0; q). 

1393. 1) Interprete la función de Green g(z, a) de un recinto 
plano D en términos de la teoría de conducción de calor. 

2) Suponiendo conocida la función de Green del recinto D 
halle la distribución de la temperatura en este recinto, sí se sabe 
que D tiene un manantial (a; q) y que en los contornos frontera 
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T,(k=1, 2, ..., 1) la temperatura tiene valores constantes uz. 
Exprese la respuesta en términos de las medidas armónicas o, (2) 
de los contornos frontera. 

1394. Halle la distribución de la temperatura en el interior de 
un anillo circular r, <|2|< r,, sí se sabe que en ef interíor del 
anillo hay un manantial (a; q) y que en las circunferencias frontera 
la temperatura tiene Valores constantes: u«, en la circunferencia 
|z|=r, y u, en la circunferencia |z [= 74. 

Sugerencia. Véase los problemas análogos 1334 y 1387, 


CAPITULO XI 


GENERALIZACION 
DE FUNCIONES ANALITICAS 


En este capitulo se emplean las notacíones introducidas en el $ 5 del capítulo 
Í para las derivadas formales según Cauchy. Tamblén pare las diferenclalas se 


emplean las notaclones correspond lentes: d2=dx—í dy =dZ, dp = » dz+ = dz 
z 


$ 1. TRANSFORMACIONES CASICONFORMES 
Se llaman características de una eilpse la razón p de sus semlejes (p == i) 
Y 5 ps 1, el ángulo 6 (08 < 11) que el eje mayor de la elipse forma con 
ei eje Ox. 


1395. Demuestre que la ecuación de la elipse de centro en el 
origen de coordenadas, cuyo eje menor es h y cuyas características 
son p y 0, puede ser representada en la forma 


y —2Pxy + ay? = ph, 
donde «=p cos? 9 + sen 8, PB= (P—-5)cos O sen 0, y=psentb+ 


+ 5 cost 0, o en la forma 


[2+u21=2 
donde 
=—pi 2ph 
A 


Las magnitudes «a, EJ y del problema 1395 también se llaman caracteristicas 
de la elipse. Están liga por la relación ay—f$23=!,. La magnitud y se llama 
ida aj ca patio a de la elipse. Notemos que |] < i. En el caso del circulo 
p=0, p=1, a=y=l, P=0,. 


1396. Demuestre las siguientes relaciones entre las diferentes 
características de la elipse: 
1 fa—yy? i 
DEE y (5) +8 ro =04b; 
2) 20 —arguh + 1 (— 1 <argu< a); 
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tg 20 =< E, 
A EE 
DN 


(1—|1 )a=1+42|u |c0s 20+|p 11, 
) 4 (1—]1 [$8 =2(u ] sen 20, 
(1—/I4P)y=1—2]p4]c0520+)]p |" 
5) 7<<a, y<»p; 1B1< + (9—5)- 
Demuestre las siguientes relaciones entre las características de 
dos elipses: 
6) | p,—p:) <]a,—a,1+1Bs—B,1 +) Y. — Ye); 


la, 1<10—».1+ Y (0.2) (o. —) sento.—0,) 
l5,—8,1<lm—2 (14) + 
+2 (Jemio 
mu l<—n1+ Y (aL) (mL) sen10,—0, 1; 
8) 41 1< ll 1—1 6 1142 V [ ma, ] sen | 0,—0, |; 
| Paba] Local y (9,100, 1)sen | 0,—0, 1. 


l|—Hiba Pat Pr 


7) 


Sugerencia. Para la demostración de tas deslgualdades 6), 7) y 8) resultan 
útiles tas desigualdades de tipo 


[ra cos A —ry 008 41] ] 190 ti— re 01] r—1,1+2 Y rar, sen AA 1 
114 + ib ]—]21+1b1 1 ]2)—21 14102 —b1 1. 


La transformación w=f (2) =u (x, y) + do (x, y) se llama afín, sl 
U=01X by 4 CL, U= Ox + by + Eg. (1) 
El jecoblano de esta transformación es a=| [- SI A=0, la translormación 
es degenérada. 
1397. Demuestre las siguientes propiedades de las transformacio- 


nes afines: 
1) Una transformación afín puede ser representada en la forma 


w= Az + B24+C. 


Exprese los coeficientes A, B y C por medio de los coeficientes de 
la transformación (1) y pruebe que A=|A|?—]BHp. 2) Si AX40, 
existe la Uanctoraación: inversa 


2= Ayw+Byw+C,- 
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Exprese sus coeficientes por medio de los coeficientes de la trans- 
formación (1) y pruebe que A,=|A,|*—|B,|*=1/A. 

3) Si A30, la transformación conserva la paralelidad de las 
rectas y transforma elipses en elípses. Las elipses con la caracte- 
rística compleja p= B/A, para A>0, y n=A/B, para A<O0, se 
transforman en circunferencias. 

Las circunferencias se transforman en circunferencias sólo para 
las transformaciones ortogonales w= Az4+C 6 w=B2+C. 

4) Si A >0, la transformación conserva la dirección del recorrido; 
si A<O0, la transformación cambia la dirección del recorrido por 
la contraría. 

5) Si A=0 pero no todos los coeficientes a,, b,, ay, b, son 
iguales a cero, la transformación se puede representar en la forma 


ass 
w=2 Ale 2 lz]cos (p+275) +, 


donde p=argz, a=arg A, PB=argB. Indique el significado geo- 
métrico de esta transformación. 

Se llaman características de una transformación afín las caracte- 
rísticas (p, 0), (u, P, y) y la característica compleja u de las elipses 
que se transforman en círculos (véase el problema 1397, 3)). 

Se fíaman características de una transformación continuamente diferenclable 

w=u(x, y) + ív(x, y) 


de jacobiano Y > 0 las caracteristicas p(z), 0 (2); a (2), P(z). y(z) y la caracte- 
ristica compleja p (2) de la transformación afín 


du =uzdx4u,y dy, du=v,dx4-0, dy 


dw =Ww, dz +17 d2. 
En esta transformación, a un circulo infinitamente pequeño 
du? + du? = dp? 
le corresporide una elipse infinitamente pequeña 
y dx? — 2B dx dy + a dy? =p dh? 
(dh es el eje menor) o, en otra forma, 


2p 
P+l 


1398. Demuestre que para una transformación afín no degenerada 
tienen lugar las relaciones 


dh. 


ldz + paz | = 


A a 1 
aiyal  “ibirab: bibi 18 
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1399. Demuestre que para las características de una transforma- 
ción continuamente diferenciable de jacobiano positivo son válidas 
las relaciones 


1) Y —$ z pants lo. 


da Y aia pr Td? 


) ato (p+3): 


pea dw dut | 0 | +] w3 . 
3) p=máx Se [min |< MEJSTID 
4) p=u5/0, =— 020; 


5) Y Ls E|]<v». 


Una transformación univalente continuamente diferenclable w=u-+-¿v de 
jacobiano positivo se llama transformación casiconforme con las caracteristicas 
p(z), 8 (2) o a (2), PB (z). y(z) o p (2). sí transforma ellpses infinitamente pequeñas 
de estas características en circulos Infinltamente pequeños, 


1400, Demuestre que una transformación casiconforme satisface 
el sistema de ecuaciones 


au, + Bu, =0,, Bu, + yu, =—0, 
o, empleando la forma compleja, la ecuación 
wW; =—puw,. 


Ea A la ecuación |dz-+pdz|=const le corresponde la ecuación 
dw | =Const.. 

Observación. Las ecuaciones Indlcadas en el problema se ltaman ecuaciones 
de Beltraml. La característica se llama coeficiente de Beltraml. 


1401. Demuestre que una transformación univalente continuamente 
diferenciable w=u-+ iv de jacobiario positivo, que transforma círcu- 
Jos infinitamente pequeños en ellpses infinitamente pequeñas de 
caracteristicas p(z), (2) o a (2), B(z), v(z) o u(2), satisface el 
sistema de ecuaciones 


uL+ Pu, = Ay, —Bu, + Uy = — QU 
o, empleando la forma compleja, la ecuación 


Wi = VWZ, v=— a pen, 

1402. Demuestre que la ecuación de Beltrami w; =p (2)w, es 
invariante respecto a las transformaciones analíticas de la función w 
y que la ecuación uz =v(z)w, es invariante respecto a las trans- 
formaciones conformas de la variable z. 

1403. Sea w=u-+iv una transformación univalente continua- 
mente diferenciable de jacobiano positivo que transforma elipses 
infínitamente pequeñas de características p, 0 en elipses infinita- 
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mente pequeñas de características p,, 9, (una transformación tal se 
llama transformación casiconforme con dos pares de características 
p, 6; p,, 6, o con dos ternas de caracteristicas a, B, y; a,, B,, y,)- 
Demuestre que la transformación w=u-+iv satisface el sistema de 
ecuaciones 

au, +(B+B,) Uy =00,, 

(B— Bu, + ya, = — AU iz» 
que puede ser representado en la forma 


05 =Q,00, + qu8, 
donde 
h=-— _ ap _ e219 
, (a+Dlo+pyo * 
q= Pp) 2210 
1 (pep+Dlp+p) * 
Sugerencia. La ecuación | dz + y d2 | =const corresponde a la ecuación 
| dw +, du | =const con p y py Conocidos. 


1404. Sea ¿=f (2) una transformación casiconforme de caracte 
ristica y: 


f = Bj 
y sea w=g(t) una transformación casiconforme de caracteristica py? 
ES UL 


Demuestre que la superposición F (2) =4 [f (2)] =g0f es una trans- 
formación casiconforme de caracteristica 


pen + ghlfa 
Ñ +agarzitz 
Demuestre tambicn las relaciones 
fe Br—Hy 
Ma 
15 lI—upur 
Bj) = — Bra Le , 
f 
Rf Be Bj 
Mr== TT 


Te 1" 
Observación. Si pp se considera conocido, la magnitud 
+1mgl 

11H 1 


puede tomarse por la distancia entre py y pp. Análogamente, a través de ps se 
determina la distancia entre pg y pps 


sup In 
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1405. Sean Puja, Owy2 las caracteristicas p, O de una transforma- 
ción casiconforme a (2). Demuestre que 


P2jw = Pwfz 
Oz/0 = Puja + 5+ arg. 


y que para la transformación conforme compuesta w (2 (t)] se tiene 
Pufi < PwyrPert- 


1406. Pruebe que para las transformaciones casiconformes 
u=f(x%), v=y (dilatación-compresión longitudinal), 

u=x, v=f(y) (dilatación-compresión transversal), 

p=r, 0=f(p) (dilatación-compresión angular) la característica es 


p= máx (Es 7) ; 


y que para la transformación p=f(r) 8 =p (dilatación-compresión 
radial) la caracteristica es 


PON A] 
p=máx(, ;p)- 

1407. Construya la transformación casiconforme del circulo 
Iz| <R en sí mismo que transforma el punto 2==a(|a|<R) en 
el origen de coordenadas y que deja inmóviles los puntos de la 
circunferencia |z|=R. Estime la caracteristica p. 

1408. Construya la transformación casiconforme de la semi- 
franja oblicua x>0, xiga<y<xtga+hñ en la semifranja rec- 


tangular u>0, O<v<kh sin distensión de la base y con una 
distensión constante en el lado lateral. Estime la característica p. 


1409*. Construya la transformación casiconforme del biángulo, 
compuesto por el semiplano y el segmento circular de ángulo central 
28, (ílg. 58), en el semiplano conservando las longitudes en la 
frontera. Estime Ja característica p. 

1410. La ecuación casilineal 

du du ou du Qu 
At 2B a CF, Y ES) 
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de tipo elíptico (AC-——B* > 0) debe ser reducida a la forma canónica 
d%u 0 du a 
grin e) 

mediante una transformación univalente £¿ =f (2) =E+ in. 


Demuestre que la transformación ¿(2) satisface el sistema de 
ecuaciones de Beltrami 


oE o 
Lat on 
V ACB 0y* 
05 05 
Paty om 
VACB3 Ox 


y es una transformación casiconforme de características «, BP y y 
que se determinan de las relaciones 


v_bBb_ a 1 


CBA YAc—=Bi 
(se supone que Á > 0). 


$ 2. FUNCIONES ANALÍTICAS GENERALIZADAS 
Una función w=u-+-¿v, que satisface ia ecuación 
wz + Aw4 B =F, 0) 


donde A, B y F son funciones de z, se llama función analitica generalizada. 
En los probiemas de este parágrafo se consideran ecuaciones y sistemas de 
ecuaciones que se reducen a la forma (1) y algunas propiedades de sus soluciones !?. 


1411. Pruebe oue el sistema de ecuaciones de Karleman 
u,—u,+au+bu=f, ) 
uy +0,+cu+du=8, | 


donde a, b, c, d, f y £ son funciones de las variables x e y, puede 
ser escrito en la forma (1) wz 4 Aw+ B¿=F. 

Exprese A, B y F por medio de los coeficientes del sistema 
dado. 

1412. Pruebe que la ecuación wz —q, (2)u7 + Aw+ Biw= F puede 
ser reducida a la forma (1) mediante una transformación ,afin" 


w=a (2) 0+b(2)0 (2) 
Halle la forma general de la transformación (2) y analice en qué 
caso será no degenerada, 


1) En relación con este cicio de problemas véase ia monografía: H. H. Be- 
xya, OGo6menHne ananmtiueckHe QyHxuxm, Oasmarraa, M., 1959 (Vekua 1. N., 
Funciones anallticas generalizadas), cap. 11h. 
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1413. Pruebe que la ecuación 
w7 —q, (2)0,—9, (2) 0. + Aw+- Bi = F 
puede ser reducida a la forma 07 —q0,+ A'a+B'5=F” mediante 
la transformación del problema anterior. Halle la forma general de 
la transformación y analice en qué caso será no degenerada. 

Sugerencia. Apiique la transformación considerada a ia ecuación dada y a 
la ecuación w,—G,(2) y —3,(230, +A w--Bw=F, elimine w, y escoja des- 
pués los coeficiente a (2) y b (2). 

1414. Pruebe que la ecuación 

w; —Q, (2) w,—q, (2) 07 + Aw-+ Bw= F 
(19, (2)14+19,(2)] < 1) se puede reducir a la forma 
w, —q30, + Aw+4- Bw=F, 
si la variable independiente z se sustituye por la variable ligada a z 
mediante la relación ta =G15,. 

Halle q: y q; y explique el significado geométrico de la trans- 
formación £ (2). 

1415. Demuestre que un sistema elíptico de ecuaciones diferen- 
ciales de la forma 

ao, = 04, +(B4+B,)u, + au-Fbu+f, ) 

—010, =(PB—B,) U, + yu, + cu + do+ 8 
(la condición de elipticidad de aqui ay—B? > 0; además, a > 0) 
Puede ser reducido a la forina 47 —Q, (2) w, —q, (2) 07 + Aw+4 Bw=F 
siendo |q,(2)|+1|g,(2)| < 1, para 2,>0, y lq,(2)]—|q9(2)11 > 1, 
para a, < 0. 

Sugerencia. Véase el problema 1403. El caso 41 < O se reduce al caso 4, > 0 
mediante la sustitución de w= 44 iv por w= u—(v. 

1416. Demuestre que, siendo w(z) una solución continuamente 
diferenciable de la ecuación wz —Q,(2)iwWz =0, donde q,(z) es una 
función analítica de z y q,(2)| + 1, se tiene 
q (2) +ga (2) p(z) 

f—1q2 (2) 1 ñ 
donde q (z) es una función analitica arbitraria. 


1417. Demuestre que, siendo w(z) una solución dos veces con- 
tinuamente diferenciable de la ecuación wz —q, (2) 0, = 0, don de q, (Z) 
es una función analítica de z y q,(2)>* 1, se tiene 


w(2)=09 (2) +) q,(2) ez dz, 
donde p(z) es una función analítica arbitraria de z. 


w(2)= 


Sugerencia. Primero hay que demostrar que w(z) es la suma de una función 
analítica de z y de una función analítica de z. 
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$ 3. ALGUNAS RELACIONES INTEGRALES E INTEGRALES DOBLES 
En los problemas de este parágrafo G es un recinto limitado por el contorno C. 


1418". Empleando la fórmula de Green, demuestre que las si- 
guientes relaciones (f(x, y) y £(x, y) son funciones continuamente 
diferenciab)es en G): 


ica Ls 


G 
2) Jra+eh= 5 (4-2) dx dy; 
6 
o E (=E+ in). 
G 


. of) _1__ 0 (10) h 
Sugerencia. Haga uso de que E a dE (a) y aplíque a for. 


mula del punto 1) al recinto G sinel circulo |¿—2z| <p (p —-0). 

1419. Suponiendo que las funciones f y £ son continuamente 
diferenciables en un recinto cerrado G, demuestre que la expresión 
[dz +8dz es una diferencial total de una función si, y sólo si, 


aL, 
dz 02 


1420. Demuestre que, siendo f y £g funciones analíticas en el 
recinto G y continuamente diferenciables a lo largo de C, se tiene 


85 Fedxdy==>| fe dt, 
G Cc 


y, en particular, 
VS rgraxdy => 1 bag: 
6 4 
1421. Demuestre que, si la función f (2) transforma conformemente 
el recinto G en el recinto G' limitado por ei contorno C' =f (C), la 
integral 
I=34$ td 
c 
es igual al área S del recinto G'; en cambio, si f (2) transforma 
conformemente el recinto G en el exterior del contorno C”, se tiene 
[=—S. 
» En relación con tos problemas 1418—1421 véase el complemento de 


M. Schiffer al líbro: R. Courant, Dirichlet's Principle, Conformal Mapping and 
Minimal Surfaces, fnterscience, New York, 1950, 
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1422". Sea G el círculo [2|<R<l y sea 
7 
.m-- T G=pe0=E+ in, 2=rel0). 
ns 
p 


FA ESO 


Halle la función 


y sus derivadas parciales ge e des ci JE, para 230. Pruebe que 
Ox dy  0z a, 
entre las derivadas indicadas solamente — existe y es continua en 
. Az 
el origen de coordenadas. 


1423. Demuestre que, siendo la función f (z) continuamente di- 
ferenciable, se tiene 


cuando el recinto G se contrae en el punto z. 
Sugerencia. Haga uso de la relación del punto 1) del problema 1418, 


1424. Sea y (5) una función continua en el recinto cerrado G. 
Demuestre que la función 


Fly] een 


satisface en el recinto G a la ecuación —=0(2) si la derivada 
z 
= se define según la fórmula del problema 1423. 
z 


1425. Demuestre que, en las condiciones del problema 1424, la 
solución general de la ecuación 


2L 
-=0(2) 
puede ser representada en el recinto G en la forma 
1 (fm 1 e (5) de du 
E = 5) ral 


(fórmula de Pompeius). 
Sugerencia. Haga uso de la relación del punto 3) del problema 1418. 
1M En relación con los problemas 1422—1425 véase H. H, Bexya, OGo6len- 


Hue amHanuTuneckue pyukuaa, Dusmarris, M., 1959 (Vekua !. N.¡ Funciones ana- 
Ifticas generalizadas). 


RESPUESTAS Y SOLUCIONES 


Capítulo 1 
LI) —4 3) $ (1-30); 4) —8. 2. 1)3, 7 (aquí y en lo suce» 


sivo se indican sólo los valores de arg 2); 2) 2, 1; 3) Vaz dE vi, =E 


5) Y 29, arctgh; 6) Y 29, —arotgÍ; 7) V 29, dea 8) yE, 
arctg qa 9151, 7 1212 gn ón; 10) VaTFR, aretgÉ para 2>0, 
argtg — + n para a<0yb=0, arctg 2 —aparaa <0yb<0O 3. Es 


+ ¿sen Pa, donde qa= 22, h= 0,)1...,n—1;2=0, 4.1) 1, —-3 TIE 


, 
ai, Ene 2 + YE vss0, 


Buia, VA) 3 +Iki e: A 
ZE NS EZ LH 2+H)n 
6) EV V EF Ii V2-1):7) ++; 8) V2 ls CON 


(29+G)a Epz (24+1) 1 —aretg 
+ 1 sen -—_—— (k=0, 1, 2); 9) V 5 cos ———— + 


(241) 1 arctg + e 
O A IC (os + 


+isen e) (k=0, 1,2, .,., n—1). 


1) sgnb es el símbolo de Kronecker: 


senb=1| para b>0, 
sgnb=-—|l para b<0. 
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18, a 204 (24 21) (cos Ea ¿sen e). 17 2¿=2,+2¿—2- 


18. La razón => debe ser un número reai (la condición es recesaria y 
2”< 
Suficiente). 18. La razón anarmónica (2,, Za» 24, 2) = 31253: 22% debe ser 
Z1— 24 Zi—24 
un número real (la condición es necesaria y suficiente). 

20. Solución. Durante ia demostración se puede aceptar (sin perder genera- 
llJad) que Ja recta, de ia hs se trata, es e) eje imaginario y que todos Jos pun- 
tos considerados se encuentran a ia derecha de ia misma “(en ei caso contrario 
hay que mujtiplicar todos los 24 por un número de tipo cos a + ¿sena), Enton- 


ces es evidente que Reza >0 y Re >0 para Cualquier £. 23. El Interior 
ke 


del círculo de radio R y de centro en ei punto 2 =2p; el exterlor de este mismo 
círcufo; fa circunferencia de este mismo círculo. 24. La elipse de semieje mayor 


> y de focos en los puntos 2¿=-1-2. 28. El Interlor de larama de la lzqulerda 


de la hlpérbola de semieje real z y de focas en los puntos 2=-+2. 26. La 
secta perpendicular a) segmento, que une Jos puntos 2, y Zy, que pasa por el 
centro de este segmento. 27. 1) La recta x=C y el semiplano situado a la 
derecha de la mlsma; 2) el semiplano situado más abajo de la recta y=C. 
28. La franja —1<y<0. 29, Él Interior del ángulo (que contlene la parte 
positiva del eje real) de vértice en el orlgen de coordentdas y de lados que for- 
maán con el eje real ángulos Iguales a a y P, respectivamente; el Interlor de un 
ángulo Igual de vértice en el punto zp. - 30. La parábola y?=2x+4-1, 31. El 
semíplano que contlene el origen de coordenadas y que está limitado por fa recta 
x+y=l. 82, La recta que pasa por los puntos 2, y 24 (y de la cual se ha 
excfuido ef punto zz); fa circunferencia que tiene como diámetro el segmento que 
une los puntos 2, y 2z (y de la cual se ha excluido el_punto 23). 33. El Inte- 
ríor de fas circunferencias |2—(1[=VZ y |24+1]=V 2, a excepción de la parte 
común de las mismas. 34. 1) El Interior del recinto limitado por el segmento 
0<x<2a def eje real y por nna espira de la espiral de Arquimedes r=p; 
2) el conjunto de puntos determinado en el punto 1) y complementado por el 
intervafo (0, 21) def eje real. 35. 1) La familia de circunferencias tangentes 
en el orlgen de coordenadas al eje Ímaglnarlo Lal proplo eje imaginario (la 
ecuación de la famitia es: C(x*%4 9% =x): 2) la familia de circunferencias tan- 
gentes en el origen de coordenadas al eje real y el propio eje real. 36. 1) La 


familla de hipérbolas x*—y*=C; 2) la famiila de hipérbolas y=$. 37. Cada 


línea es una circunferencia que representa el lugar geométrico de los puntos para 
los cuales es constante la razón de sus distancias hasta los puntos 2, y Za (clr- 
cunferencta de Apolonio respecto a los puntos 2, y 21). 38. La familla de arcos 
de circunferencias con extremos en los puntos 7, y 2, (a esta famillla pertenecen 
también dos segmentos rectifíneos con extremos “en fos puntos 2, y Za; Uno de 
estos segmentos contíene el punto fnfinito). 39, 1) Cada linea es el lugar geo- 
métrico”de los puntos para los cuafes es constante el producto de sus distancias 
hasta los puntos 2= —1 y 2z=1l (lemniscata de focos en 2=- 1). Para 4 > 1 
las límeas de la familla som curvas cerradas simples, para A < 1 se descomponen 
en dos curvas cerradas slmples que se contraen á los puntos -+ 1 cuando A — 0. 
Para A4=1 tenemos la lemniscata de Bernoulll; su ecuación en las coordenadas 
polares es r2=2 0058 2p. 2) Lemniscatas de focos en los puntos 2, y 2z, donde 
Z, Y 2, son las raices de la ecuación 22 + a2-+b=0. Las lemniscatas se componen 


de una línea, sl 4 > y Esal, y de dos, si A< y Esal. Para 
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ja V 


40. 1) I2lm= (1 IFA 40), 12m =>3 (V FFi—a); 2) 12 Imáx = 


pz 


a 1 tenemos la lemniscata de Bernoulll con el punto doble 24% . 


<= (Va FTE 40), 12Imin => (VaFFATBI—a). 41. La espiral de 


Arquimedes r,=q. 42. La espiral logaritmica r=e?. 43, 1) nm; 2) z=. 3) 21; 


8 AE AN) a. 
E 


Eto (0). (00) (01,1) (LE YE, L) 
ET 45 (73.07 » =37:» 3 ¿(0 +3). er da . 
Los cuatro puntos se encuentran sobre el ecuador y sus longitudes son Iguales 


respectivamente a 0, x, 5 =4 (la longitud se mide a partir del meridiano 


p 


iniclal, perteneciente al plano E, L). 46. La circunierencia de radio ez 


y de centro en el punto 2=0. Al polo “sur” le corresponde el orlgen de coor- 
denadas y al polo “norte”, el punto Infinito. 47. 1) Los semimeridianos de 
longitud a; 2) los paralelos de latitud PB=2 acr tg r—5 . 48. 1) Puntos dla- 
metralmente opuestos de un mlsmo paralelo; 2) puntos reclprocamente simétricos 
respecto al merldlano inicial (es declr, que se diferencian en el signo de sus 
longltudes); 3) puntos recíprocamente simétricos respecto al plano del ecuador 
(es decir, de una misma longítud y de latitudes que se diferencian en el slgno). 
49, z2--22=—1l. 50. Al glrar la esfera en 180 alrededor del diámetro paralelo 
al eje real del z—plano. 51. 1) El hemisferlo del este; 2) el hemisferlo del 
oeste; 3) el hemisferío -<a< (a es la longltud); 4) el hemisferio 


F <laj<m 5) el hemisferio austral; 6) el hemisferio boreal. 52. La 


familfa de circunferencias tangentes entre sl en el polo “norte” (en el polo 
de proyecciones); a la recta que pasa por el origen de coordenadas le 
corresponde una circunferencia mayor, y a la recta paralela a la primera y 
situada a una distancía del origen de coordenadas, le corresponde la circunferencia 
del plano que forma con el plano merldlonal un ángulo de arctg d. 53. A las 
rectas les corresponden circunferencias que pasan por el polo *norte”, 


|2—a| 


56. k(z, A —=——_——_——_ ; kÍz, mm) = == + 57. La circunfe- 
Vi+T2BYI+]Ja]. VT+-12 1 
= +] P 
rencia de Apolonio | ¿42 Y lar , en particular, la rect —2 |= 
p a ViTIan? particular, la a |z—2,] 
=|2—23], si |2,1=]221, y la circunferencia | 2—2, l= Y T+F[Z,|%, sl 23= 00. 
Ej y _%, A, EM _ 
59. 1, ee? ,e * ,Y2et , Y2le * , Yy2let, VZ2e* 
60. +1 (1. 51. el, 1; el, —3; e3, 4—2n; e75, 2n—4; a, g—u, si p >0, 
y +, sip<0; l, —p, silo¡<a, y q, si] q =x3 2 sen pad a 
sl a+Pen, y aa sia+po>a. 
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sen EZ se ses ae DAn nx 
62 1) 2 ; 2) 2 3) sen 2nx . 
sen E sen E j 2 sn e j 
2 2 
senó nx sen 1D cos ne 
4) y 5) +. donde n es un número Impar; 
sen x x 
cos 
2 
cos 1D X sen na 
2 2 e 
A donde n es un número par. 
cos y 
sen + B np 50 0 nB 
83. 1) EA Eb (a+): 2) en (a+ $). 
sen 7 sen 7 


67. 1) senz=sen(x+1y)=senxch y+icosxsh y,  |senz]=Mshty+sntx; 
2) cos z=cos x ch y—isen xsh y, ]cos 2|= Y sh y-+cos!x; 


_ sen2x+1sh2y _ Y sent2r+shT2y E 
Y ap enay te 167 os aroniy 6% H2=shxcosy+ 


+íchxseny, |shz|= Vi xEsen y; 5) chz=chxcos y+ (sh x sen y, 


P VET 
| chza¡=Vshix+costy; 6) th zm 59 2x + í sen 2y |th 2] 524 een 8, 


ch 2x+c0s 2y * ch 2x+ cos 2y 
: y sen4—ish2 841855. 
83. 1) cos 2 ch | — ¿sen 2 sh 1; 2) ¿sh 2; Y am 4) —7 


1 A 0 dmer=0, sl lma=hm Reer=0, sl lm2= 


2413: Imcosz=0, sl Rez=4nx 6 Imz=0; Recosz=0, sl Rez= 
= (2441): Im sen 2=0, si Rez=(2+1) 5 Ó Imz=0; Resenz=0, sl 
Rez=Rx; Imtgz=0, si Imz=0; Re tgz=0, sl Re 2; Im chz=0, sl 
Imz=kn ó Re 2=0; Re chz=0, sl Im 2=(2++1) 5; Imcthz=0, si lm2z= 


Re cthz=0, si Re 2==0. En todas ias fórmulas k es un número entero 


2 , 
k k 
(2=0, +1, +2, ...). 70. 1) Re =P 2) Imi=F+>- 
7. 1) In442%m0, (kl), af; 2) (2443 )xi, 7: 2 (28 +7) ni; 
4) > in 134 (20—arctg )4, + In134 [er+ paar] e. 
72. El conjunto de valores de 2Lnz constituye sólo una parte del 
conjunto de valores de Ln(2*%) (véase [l, cap. HH, $ 5. n* 4)). 73, 1) 4n; 
2) —21; 3) 0; 4) 4n. 74._1) cos(2k V 2) + isen(2k V 2); 2) 2" ? [cos (2 + 
+l)a Vi + isen (221) 1 V Y; 3) e**x (cos In 2 + Í sen In 2); 4) em; 
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4 
5) Aa aa 73 AO [so (Ims—arete)+ 


arcto + (2% 4 Dr 
Se [eos ( 


+ sen ( In 5—arctg +) ; 8) — In 5—arctg-) + 


+ sen | in 5—arctg 3) . En todas las fórmulas £ es un número entero (4=0, 


+1, +2, ...). 
76. Los conjuntos de valores de az y de (a*)* colnciden entre sl, pero no 


colncíden, en general, con el conjunto de valores de (a*)%; el caso eral, en 
que el exponente 2 es sustítuldo por un exponente complejo fP cualquiera, se 
anallza en |1, cap. 11, $ 5, n* 5]. 80 1) Im Arccos 2 = Im Arcsen 2=0, sl 2 es 
un número real y |z[<l; ImArctgz=0, sl 2 es un número real; 


2) Re Arsh2=0, sl z es vn número Imaginario puro y |z|<l. 81. 1) + 2tx, 
24-24; 2) 2hn + 5; 3) 2£n + 1In(24+ Y 3); 4) 2en—iIn(Y 2—1), 


(2 +1)n—iin(Y 241); 9 + [arctg 3 +04+11] +4 in 5; 


6) n(V5 + 2D+(2k + 7): 7 Lin 5+ z arctg2+ (443) a] 1. En 


todas las fórmulas £ es un número entero (kR=0, + 1, +2, ...). _ 
82. 1) 2=% +2n—im(y 2 + 1); 2) ¿42011 3:Y7, 


E y 2 
3) ¿en y 2 42 in LEE: 4) 2—2kai; 


5) 2=—In24(0%+1)mú5 6) 2=(2%-43)ai y 2= —In34 (2-3, Ju En 
todas a aras kh es un Pl entero. 0 ESAS + 1); 2) 2=kn (1 +1) 
(Qk+ lan. _(4k sn _(4k—l)x 

di Ea a 3) z IF Y 2212" En todas las fórmulas k 
es un número entero. 95. Converge absolutamente. 98. Converge absolutamente. 
97. Diverge. 98. Converge no absolutamente. 99. Converge ho absolutamente 
para q 2kx (R=0, +1, +2, ...) y dlverge para p=2kx. 100. Converge 
absolutamente. — 101. Diverge. 102. Converge absolutamente. 103. Diverge. 
104. Converge absolutamente, 105. 1) 2=0 y 2=2; 2) 2=0, ==. el 
(m na son números enteros cualesquiera); 3) todos los puntos del plano; 
4) todos los puntos del circulo |z|«< 1. 107. 2) Cuando 1lin z, es Igual a 0 6 al 

n= wm 


eo. 109, El segmento rectilineo x=1, —2<y*<20. 110. La parábola y=x1, 
111. La rama de la derecha de la parábola y=x* recorrida dos veces. 112. La 
semicircunferencía de la izquierda de radlo a y de centro en el punto z=0. 


113. La rama de la hipérbola yu=: perteneciente al tercer cuadrante. 114. 1) La 


semicircunferencia superlor de radlo | y de centro en el punto z=0; 2) la cuarta 
parte de la circunferencia de radio | y de centro en el punto 2=0, perteneciente 
al primer cuadrante. HIS. 1) La cicloide x= a (1 —sen f), y=a (| —cosf): 2) el 
primer (contando desde el origen de coordenadas) arco de la cicloide x= at — 
—bsenf, y=a—beost alargada (a < b), acortada (a > b) o Corriente (a= 6). 
116. 1) Las imágenes de las rectas x=C son para C 4% 0 las parábolas u=C*— 
, 
- y para C=0 el semleje v=0, u<<0; las Imágenes de las rectas y=C 
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2 
son para C 4 0 las parábolas u=3—C* y para C=0 el semieje v=0, 
u==0; la Imagen de .la recta y=x es el semieje u=0, v>0; las Imágenes de 
las circunferenclas | 2|=R son las circunferenclas |w|=R3; las Imágenes de los 
rayos argz=a son los rayos arg w= 2a; biunivocamente se transforman las rec- 
tas x=C, y=C con C %0 y los rayos arg z=a; 2) las prelmágenes de las rectas 
u4=C son las hipérbolas x*—y*=C' (un par de rectas para C=0), las preimá- 


genes de las rectas v=C son las hipérbolas Y=>3 (un par de rectas para C=0). 


117, 1) Las Imágenes de las rectas x=C son las circunferencias en =0 
y el eje u=0 para C =0; las imágenes de las rectas y=C son las circunferen- 
cias + 0 y el eje v=0 para C=0; las imágenes de las circunferen- 


cias |z|=R son las circunferenclas lisas las imágenes de los rayos 
arg 2z=a son los rayos argw= —a; la Imagen de la circunferencia |z—1|= 1 
es la recta u= 7: 2) las preimágenes de las rectas u=C son las circunferencias 
a+ y—=0 y el eje x=0 para C=0; las preimágenes de las rectas v:=C 
son las circunferencias + y 20 y tl eje y=0 para C=0, 118, La fun- 


i E , 
clón w=24 37 transforma las circunferenclas |2|=Rx1 en las elipses 


HR y la circunferencia |z|=1 en el segmento v=0, 

(R+g) (Rx) 

—2<u4<2; la función w=2 transforma las circunferencias |z|=R AX | 

en las ellpses HA >! y la circunferencia |z|=1 en el 
A (e) 

segmento u=0, — 242. 119. La preimagen de la familla u=C es la 


femlila x(x* 4 y24 1)=C (x* + y*); la preimagen de la familia u=C es la familia 
y (x* +y*— 1) =C (x*+ y*) (fig. 59). 120. En el rayo que va a lo largo de la 


parte negativa del eje real desde el punto w= ez A hacia el punto w=o0. 


121. 1) Las circunferencias p=eC, los rayos 8=C, ia espiral p=e?; 2) las curvas 
y=e"+2ktxa. 122. 1) La familia de las rectas x=C se transforma en la familia 


vt=— 4a (u—at+<) (de parábolas de foca en el punto w= — 7 ; a=C+>). 
que contiene también el rayo que va a lo largo de la parte negativa del eje real 


(a6=0) desde el punto w= El la familla y=C se transforma en la familia 
de parábolas confocales uv? =4C* (u +04) que contiene tamblén el rayo que 


va del punto w= 71 lo largo del eje real en la dirección positiva; 2) la 


familia x==C se transforma en la familla de circunferencias de Apolonio respecto 
a los puntos w=-—| y Www | (incluyendo el eje imaginario); la ecuación de la 
familia de circunferencias de Apolonio es (4 — a) +v*=a*t—1; [a] > 1 (a==cth 2C); 
la família y=C se transforma en un haz de arcos circulares con extremos en los 
puntos w=-—|] y w=1, que incluye tamblén las partes correspondientes del eje 
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real; la ecuación del haz de las circunferencias es u%4(04+b)!=1 458 G=ctg 20); 
eu 
4” y al eje 


3) la familia x=C se transiorma en la familia de espirales p==ée 
x=0 le corresponde el segmento 9 =0, 0O<p<!; la familia y=C se transforma 


—-C% 
en la familia de espirales p==e*C* y al eje y=0 le corresponde el rayo 8=0, 
I<p<o. 123, A las rectas y =C les corresponden las curvas u= x+-e* cos C, 
u=C-+e*senC y a los segmentos de las rectas x=C les corresponden los arcos 
de las curvas u=C-+eC cos y, v=y-+el sen y, 124. 1) A Ja familia Jw|=R 
le corresponden las circunferencias FR A+ 1) y el eje imaginario (R=1); 
sen q 


a cada rayo arg w=«a ie corresponde la familia de circunferencias Sana 


» 
“7 


, 


OS 


5 : Ñ 


o 


FIG. 59 
para a=0 esta familia contiene el eje real (si £=0);, 2) las hipérbolas x* — y*= 
=InR y 2xy=a+2£n. 126, Solamente 1a= 321 (0)=0). 127. 1) y 
128. 2) No; 3) Si. 132, 1) c=1, 


2) Son continuas pero no uniformemente. 


2) a=b=—1;f(7)=el2. 183. La función es ana- 


b=—a; f(2)=(1 —ai) 2, 

lltica para O < argz < 4 y 5N<agz< q (Hao==) y para 5 < arg 2< ==, 

3 Tn du _ 0 du du 

q <a < q Ha)=- 2). 135, bir o ar 138. 0. 

155. 1) No, si u 4 const; 2) f (u) =au+b. 156. )f (2)] no es una en 
4 


. u 
armónica, arg f (2) y In | f (z)] son armónicas. 157. Au= + > or 


1 05. A 
lero u=C¡ Inr+C;. 158, p,=X, q, =4; 


pa=*-y, 


q1=2xy, 
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Pa =x3—3xy?, qa=3x y —Y; p=xt— 6x1 4-Y4, Q=4xy? — dxys; 
Pa=r"c08 np, qa =="? sen mp. — 159. v=(x, y) =2xypy+C. 160. v(x, y)= 


=p FO 161. a) u(x, y) =arg24+C; b) v(x, y) arg 2 42m 14€. 
162, a) v(x, y) =argz—arg (2—1)42mn4C; b)u(x, y)=arg z—arg (2— 1) +C; 


e) v(x, y)=argz—arg (2—1)+2mn+4C. 163. a) v(x, y)= D) agarg(2—2p)+ 
k=1 
n n A 
+21 Y) mur +C; b) v(x, y)= Y) agarg(2—zp) +2nm Y) a +C 
k=1 k=1 k=1 


A 
(is 200, la función v(x, y) es uniforme en el recinto considerado!). 
164. 1) Existe; 2) existe; 3) no existe. 165. Ho="*+(602L 401. 


166. f (2) =2e* +2 cos 2 4 23—i2 4 Ci. 167, HoO= + +340. 168. f()= 

=211n 2—(2—i)z4-C. En todas las fórmulas C es una constante real arbitraria. 

169. u=C¡x+C,. 170. u=C,(ox+by)+Cy. 171. u=C, arctg 2 44. 

172, u=Cixy+Cz 173. u=C,In(x24+y3-4Cj. 174, at C.. 

175. u=C,V x+ VA +y+C; ] 178. No existe. 177, f(z2)=el"2%ez, 
2 

178, f(2)=else". 179, Hz=4Ae?. 180. f(2)=Azez(a es una constante 


real arbitraria, A es una constante positiva arbitrarla). 182. az+4, laz+4, 

Aea2, jelaz 183, ¡az4A, az+A, az, 2ea2 184, allnz44, alnz+A, 

renllnz, qeda, 185, alnz4+A, olinz4A, 2e2 092, ¿ett inz, 186. 7+a, 
al 


qa 
ai > 
Z+% de? , de” (a es una constante real arbitraria y A es una constante com- 


pleja arbitraria). 187. Para w==2* 1) 0=0, k=2; 2) U0=1, => 

30=%. kR=2V 2; 4) d=a—artgz, k=10. Para w=z", 1) 0=0, 
3 n 4 

k=3; 2 0=0, k=¡p5 30=7, k=6 4) 9 =—2arctg q, h=75. 

188. 1) Compresión para | 2| < 7 y dilatación para |z| > $ 2) compresión 


para [241] < > y dilatación para |24+1]> + , 3) compresión para |z|> 1 


y dilatación para | z|< 1;4) compessión para Re z < Oy dilatación pu Rez > 0; 
) Compresión para |z—1]>1 y dilatación para |z—1|<l. 189. S= 


=Sf 17 raxdy, L=Ñif (olas. 190. ZP). 101 2et(9—1), 


6 
192. El recinto D es el anillo e<|w|«<e*. La fórmula del problema 189 no 
se puede aplicar porque la transformación no es blunívoca. 
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z Capitulo 11 
193. wW=(1-+1)(1—2). 19, w=(24+1)24+1—3i1. 195. 1) z=— 1431, 
9=0, k=2, w+1—31=2(2-p1—31); 2) 22=2+ 21; d=7 k=1.0-2-U= 
= 1 (2—2—21); 3) no existe punto inmóvil finito; 4) sl a=1, no existe punto 


W, — 021 Y—an_ 
I—a 


inmóvil finito; si a 1, se tiene zo = 4 


»9d=arga,k=]a|, w— 


=a a) ; 5) si a=1, noexiste punto inmóvil finito; sl a 4 1, setiene 


=13* $=arga, k=]a), w— ¿== 196. 1) w=az+b, 


2) w=-— az-+b; 3) w=— ¡(az+b); 4) w=az+ bi. En todas las fórmulas a y b 
son números reales y a >0. 197. 1) w=2z4bi o w=—2+1+4bi; 2) w=2+4-b 
ow=—2—i+b; 3) w=2+b (1+1)0 w=—2+1+05(1 +1). En todas las fór- 
mulas b es un número real. Pueden corresponder uno a otro los puntos que per- 
tenecen o bien a una recta paralela a las fronteras de la franja o blen a rectas 
paralelas slmétricas, respecto a la linea medla de la franja. La transformación no 
queda determinada unlvocamente, si los puntos correspondientes pertenecen a la 


177 
línea media. — 198, 1) w=*%%; 2) e ER) == 1HE, 


h 
(Fara *>) a VIA" (recta *) 


hb; 


xe (z—1b,). 199. w=e!2Rz4- 


+wo 200, 1) La familia de ias rectas u=L paralelas al eje imaginario (que 


no comprende el proplo eje imaginario); 2) la familla de las rectas e=—-+ 


aralelas al eje real (que no comprende el propio eje real); 3) la familla de circun- 
erencias b(ui-+v%)-+u-+u=0 tangentes en el origen de coordenadas a la recta 
u=— u (que comprende esta recta); 4) el haz de rectas vu=— ku; 5) ei haz de 
las circunferencias que pasan por el orlgen de coordenadas y por el punto wy= 


== (a este haz pertenece también la recta que pasa por los puntos w=0 y w= we); 
0 


2 
6) la cisolde ut=— así 201. 1) En la famiiia de circunferencias tangentes 


en el punto w==A a las rectas paralelas respectivamente al eje real y al eje ima- 
Einario (Incluyendo estas rectas); las ecuaciones de estas familias son 


(C— xp) [u — Ay)? + (0—A1)*] — (u —h,) =0; 
(C—yo) [Hu — A+ (0—Ay)*] + (0—hr)=0, 
donde zo =Xo+igyo, h=%,-+ifg; 2) en la familia de circunferencias de centro en 


el punto w=A (19—4¡=-) y en la familla de rayos que parten del punto 


R ; 
w=h(arg(w—A)=—a). 202. 1) La ecuación de la familia de circunferencias 
de Apolonio respecto a los puntos 2, y 2g es ES =4. Los extremos A y B 
— e 


del diámetro perteneciente a la recta pasan por los puntos 2; y Za tg bl y di- 
viden el segmento z,zz en la razón Á de manera interna y externa. Empleando 
las denotaciones indicadas en la figura (C es el centro de la circunferencia de 
diámetro AB) y tomando |z,—za|=d, se obtienen para A < l las reacclones 


od na  R Ad Md do. 
siguientes: A= 208 0=-P=>3p + R= => n= =p. 2) los ar- 


(5 3ar. 1032 225 


2—21 
zZ—Za 

cos correspondientes a los valores 86 =a y 0 =x—«a complementan el uno al otro 

formando una circunferencia completa; 3) a la red polar le corresponde (fig. 61) 


=0 Losar 


cos de las circunferencias que pasan por los puntos z, y 2a:arg 


la red compuesta por las circunferencias de Apolonio == =R y por los arcos 
TS 
—2 mn Es 
args 5=0 ortogonales a las mismas (si 8 > 0, el arco se sitúa a la derecha 
— 4 


de la birección Za2ai si 8 <0O, a la Izquierda); 4) al semicfrculo superior le co- 
rresponde el ángulo recto indicado en Ía figura. 208. En el sernicirculo |w| < !, 
lmw<0, 204. En el recinto que contlene el ora do y está limitado por 


los arcos de las circunferencias |w|=1 y [+= 205. En el recinto 


A>1 


FIG. 60 
que se obtiene al excluir del semiplano inferlor (Im w < 0) la parte del circulo 
[»-3+>3 < ye perteneciente a este semíplano. 206. 1) En el recinto li- 
mltado por la recta Rew=1 y por la circunferencia |u-3|=>3 tangente a 
ella; 2) en el recinto limitado por las circunferencias + => y —< |=3 
tangentes entre sí. 207. En el recinto doblemente conexo cuya frontera consta 
de la recta Re w==>3 Y de la circunferencia w—=3 =3 - 208. 1) w=-— 
d do _ dy (da = Ez (4-1) 
— FA HA o w= A; 2% ( Ñ ) +1 gia A S AER 
d, (2 — ds) 
I+A; 3) wu=_ZRE. 
+14 Sa dy) A 
2241). _ (14224631 _ 
209. 1) SR TIE 2 1 210. 1) w= 
A 2) o 242, 3) w= 17 +1). 211, 1) w= 
> IAH ml yy 2140210. y, w— 280-140 
EFD2=1HT ? "(=D -(4=D " (Fl 
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212. w=E 7 el semiplano superior se transforma en el circulo unidad. 
213. 1) e, donde a, b, c, d son números resles y ad—bc > 0; 2) w= 
_az+b , 7 . _ ¿0245 
ad” donde a, b, ce, d son números reales y ad —be < 0; 3) a 


donde a, b, c, d son números reales y ad—bc<0. 214. 1) +; 2 w= 


El 22 +1 R—z. . 
=-—2 ( 23 ). 215. “=2 ; la imagen del semicírculo superlor es el án 


gulo u>0,u<0. 216.1); 9) Z+ 217. 1) |z]=2; 2) la recta 


FIG. 61 


=>: 3) [2-3 =+: 4) 2x0 +0 => 5) |2—z0]=V [zo 11 (es de- 


cir, esta circunferencia es simétrica a sí misma respecto a la circunferencia unl- 
dad); 6) (x* 4 y2)2— (x1 —y3) 0 (lemniscata); 7) un triángulo curvilineo de vér- 


tices en los puntos mr E" cuyos lados están formados por arcos de las cir- 
1 23 


cunferenclas que pasan por un par de vértices y por el punto z=0 (uno de los 

arcos puede resuitar un segmento rectilineo). * 219. 1) 0(x)=0a 42 arg (x—B); 
(>): 

2 wp="— 

lata el recinto que se halle dentro del círculo |2—B] < Y 25. (La circunferencia 


Á 2=i. _ 2 Y _ 
I¡z—P]=V 26 se llama isométrica.) 220. 1) ui 2) =p 3) w= 


+3) si b>=2, todo el semiplano se contrae; si b< 2, se di- 


; (7+0) z—(a-+ bi) 


e 2 (a—bl)' 


221. w=Ri?=Í 00). . wm ¿A 
E Ne a 24-21 


mn, 227 


y Za 
. T—i(n+sg—=fi,__ 
2 a EL 224. w=ke”* ( 5) Z—21 donde k >0. 
z— 2—4i z2—2y 
A los rayos del semiplano Rew>0 que salen del punto w=0 les co- 
rresponden en el z-plano los arcos de las circunferenclas que se halian dentro 
del círculo |2| < 1 y que pasan por los puntos 2, y zp; a las circunferencias de 
centro en el punto w=0, pertenecientes al semiplano Rew> 0 les corresponden 
los arcos de las circunferencias de Apolonio (respecto a los puntos zi y 2s) que 


e Tallan dinteicádl "cifcao Isi. De o AA. 
23% 2] Im2,] 
W—b_ ¡2-4 w—a_.,2-a 
226. Pa da dira ib 227. a 228. 1) 0p=a— + 
sen p—A sen 0 


+ 2 arg (elo—a)=a— +2 arctg donde a=4eP. 2) w'(0) = 


cos p—Acos 0 * 
a 
= (1—|a |9 el2, w' (a) = 0 . 3) Si a 4 0, se dilata el recinto perteneciente 


al interior del circulo < Vi y se contrae el recinto que se 


A TO 
A 


1 
2 
a 


1 
encuentra fuera de este círculo. (La circunferencia |z—= 
a 


isométrica.) Si a—=0, se tlene | w* (2) | == 1. 4) máx > = 47. | |= 
_ t—lal _ ll. Ml y 
e ri dde a ió e 
e IL RA cr. mm ll. 2 
l—az Rs Ri— bw Ra ES 242 E 
ht da pe A E == 
=2 ria: D id ae ; 2) Ri a ¡3w 
e 2—4a ñ ma — 4 2-7, 
= R'Ai=z + donde a es un número real y | a] <R. 24. aa a 
dnd A A AA 
| —212a liza 1+ VU (0124 15 
35. we az—14+Vl=a A A E =2; = 
. + (1—VIT—ai) 2—a E a A a 
2+2-VY3 2-24 Y 3 


= —————_— 1 3) Ww= A 
14+(2-V 3)2 ' 1-(2-V3)z E 
por el punto z, y-que tienen en él una tangente determinada por el vector A. 


241. Las circunferencias que pasan 


as (R—ki) 2 —R* ae 
2482. w ZAR donde £ es un número real, k +0 (para k=00 
hay que tomar we=z). 247. Sl |a|] < sen E . la transformación es eliptica. Sl 


A A 
> qe 


xn x 
se toma | a]=senL sen $,2,=e (a+ 7) ig, me (a+ Past, 


tg Lg X cos B, la transformación puede ser escrita en la forma A = 


= edo —>. S] jaj=en+, la transformación es parabóllca y de la forma 
—2z 


228 


WU—2y  2—2 


A x 
- 1 —— 
+ ¡Azor donde zy= e (23 rodas mt, 


A 1 (a. 4-8) 
la transformación es Hiperbólica. Si se toma sen -==|a | sen P, 2, =8 2 5 


2 
A E A 
A cos -+ | a f—sent 
se -—n+B 2 V 
“y «(as 2 oe QQ ——_—_A—— la transiormactón se. 
cos y | a |*=sent 
74 E E 2.7124 
presenta en la forma ma e . 248. T 2arctg 7; Tr % + 
5 2h hN3 h 
+0 [(7) ] para 5 pequeño; P=n——+0 [(6) ] para = pequeño, 
LE XxSeny___ 1+xo 1) A 
249. PT =y-+42 arctg 1% cos y =2arctg (qe tg 7)' T < y, si xo <0, 
yT> ysix>0.: 253. 1) E 2 w=—(iz4+1+21). 254. wa 
2—VhH=R oh ANS 5. . 423 
= PV RI ela, P= + VE —1. 255. h 4* w=2el 413 
4243 2z _ 2424 _2 Y 
6 w=elt 423 256. w= +A ea 6 w= 3 ea, p= F* 287. w 
=1i—4Ló w=4 — . donde A es un número complejo cualquiera, 7, =2, + 
2— 22 2-2, 
pura, n= ara, d=|2—211, 4=3 040 A— 


— VIANA A) 37 (40 A+ 


VIP lA — lr 703 l (d + 13 — 64) (11 —u3) 
di— (r ry* d3 — (1, — £3)*i); (s ==] Fea . 
+ ] ( + y ( 1 1) 1) py p (d + 19 — 3) (11 — 1) 
258. 1) p=2; 2) p=54+2V 6. 281. El grupo será finito si a es conmen- 
surable con mn. 263. Los recintos fundamentales (una de las formas poslbles) 
están sombreados en la fig. 62. Los lados frontera equivalentes están unidos con 
fiechas. Los puntos con números son los puntos inmóviles de las rotaciones que 
figuran en los grupos (el número indica la cantidad de rotaciones). Para los 
cinco ejemplos últimos se Indica el paralelogramo del subgrupo doblemente pe- 
riódico; en el ejemplo 7) es un cuadrado, y en los ejemplos 8) y 9) un rombo 
de ángulos de 120” y de 60”, Observación, Se puede demostrar que,' salvo trans- 
formaciones lineales, los grupos 3)—9) agotan los grupos de transformaciones 
lineales con un punto de acumulación (así se denomina el punto de acumulación 
del conjunto formado por los puntos equivalentes entre sí). 264, 1) w==el%z; 


w—|1 z—1l w—í 2—i w—a z2—-a 

2 — e; 3) — 84 —=dhi——. 270.1 2) La 
Ja 2 +1 ol 2+l ra l+az qa) 

construcción es evidente; 3) las equidistantes de la “recta” «af (a y $ son los 
puntos “infinitos” de esta recta) representan arcos de circunferencias con extremos 
en a y B (éstas se denominan Alperciclos); 4) las líneas límite para un haz de 
“rectas paralelas” con el “punto infinito” « común son las circunferenclas tan- 
gentes (por dentro) en el punto a a la circunferencia unidad (éstas se denominan 
oriciclos). 271. 2) Para construir el triángulo “rectilíneo” de ángulos Pí, Pa, Pao 
construimos el sector circular OAB de ángulo central A=xX—(Q1 + +) 
trazamos la “recta” AB y las “rectas” que pasan por los e A y B, forman 
ángulos qa y pz con AB y se intersecan en el punto C. El AÁA£C es el que se 
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$ av 2 
busca, 272. 1) w=i(23—a3); 2) w= Y =- > —i V 2. 273. 1) =>; 


ES > , 
Y w= VE 3) w= A =3) . 274, El recinto limitado por ei caracol 


2 22 
de Pascal u=R (cos p +m cos 2p), v=R (sen p + msen 2q). Si el origen de coor. 
denadas del w.plano se toma en el pinto w=-— Rm, obtenemos la ecuación dei 
caracol en la forma Corriente: p=R (| +2m sen 0) (en coordenadas polares). Para 
m=0 el caracol de Pascal se convierte en una circunferencia, para n= en 
una Cardioide con el punto de retroceso ui. Las Imágenes de las circun- 
S 
S 
y NI 
'KSSS y 
y 2 y 


FIG. 62 


ferencias |z|.«=r < 1 también son caracoles de Pascal, las ecuaciones polares de 
los cuales sé obtienen fácilmente trasladando el origen de coordenadas al punto 
w==— Rmr?:p==Rr (1-+2mr 00s 0). Las Imágenes de los radios argz=a« de una 
circunferencia son parábolas que pasan por el origen de coordenadas: m (usen2a — 
— 0cos 2x)8 + R sen q (u sena —ucosa)=0. Á los radios a=0 y a=x les co- 
rresponden los segmentos OXZU<R (14m) y R(m—li)<u<0 del eje real. 


275. El recinto está limitado por la parábola u =— ut y por la curva p=2c08-7, 
j0p< = (flg. 63). 276. 1) El recinto está limitado por la epiclcloide 
umR (c0sp+ 2579), u=R (seno + 2272) que tiene (A—1) puntos de 
retroceso que son imágenes de los puntos z=""/—1; 2) el exterior de ia hipo- 
230 


ciclolde u=R (cos 2) ,»u=R (sen e-E2) que tiene (+ 1) pun- 


tos de retroceso (imágenes de los puntos 2="*/1D. 217. 1) im <>. El 


recinto está limitado por una eplcicloide alargada (epitrocoide), es declr, por la 
trayectoria del punto que se encuentra a una distancia de mR del centro del 


circulo de radio 7 que rueda exteriormente sobre un círculo de radio R-1, 


2) mi. Ei exterior del cfrculo unidad, en el primer caso, y su Interior, 
en el segundo caso, se transforman en el exterior de una hipociclolde ““acortada” 
mu 4 


e TCALDIA 
A q 


(hipotrocoide). 278. l) w=z 


2) 


(Y 4-2) 3 Isa 


_—22%432—2 
o ado +1 222431242 ie 
110 £z . 2 + 3iz z— 
20. 0) orar 9% "atar 2% e=( : 
ys JA Ay 
a 
=E 283. 1) w= 


EE + a (qu y) A (qe Y 
NEVA, ra ÉS w=— Vii)" == y3zi) 


22 Y 3—i á 22 Y 31 

METE ¿-V30-o]" 5 
4) 0 bs) 2 5) w=- 2 VE d+) * 28, w=e" Xx 

E =T 
x (+5) . 285, w= Y Pz. 288. m= Vz. 287, w= Y ==. 

- — nl 1 2h s 
=— ol —— 

286. w= VE 289. w=e EYZ—T. 290. we? Ip 2d 


291. w=Y FAL 292. 12 293. w= VE +3 


z+!l 2 
"ID yx 2 2 2 
¿BB ca 3 
294. y (2) +t8 55 . 295, 19= A A 
a 2 1 da + (+27 
298. w=( po 0) . La solución de los problemas 1) ó 2) se obtiene escogiendo 
2 
una u otra rama de Y z. 297. == 298. A las circunferencias 
3 2 
|z|=R (fig. 64) les corresponden elipses coniocales att rus 
(e +2) (Rx) 
(a la circunferencia |z|=1 le corresponde el segmento v=0, —i <u«< 1); a los 


v 


FIG. 64 


rayos argz=a les corresponden las ramas de las hipérboias confocales 


ul ya 
Sta ma! (al rayo argz=0 le corresponde el rayo u=0, u=> 1, al rayo 


argz=x5x le corresponde al rayo v=0, u<¿—1l: a los rayos a2=4 5 les 


: 4u2 
corresponde el eje u=0). 289. 1) y 2) Ei exterior de la ellpse FET GH + 
(R+7) 
2 
de (fig. 65, 1, 2); 3) y 4) todo el plano con un corte a lo largo 
0-1) 
R 
del segmento [—1, 1] (fe. 65, 3, 4); 5) y 6) todo el plano con cortes a lo largo 
de los rayos (—o%, —1] y [I, 00) del eje real; 7) el semiplano inferior; 8) el 
semiplano superior; 9) el semiplano superior; 10) la mitad superior del interior 
2 2 
de la elipse eS 1i) la mitad inferior dei Interior de 
R =R 
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ms E 1; 12) la mitad de la derecha del Interl 

la elipse =——_ AAA ATA ; 12) la mitad de la derecha del Interlor 
(+3) (Rp) 
de la eii qu e =1 con un corte a lo largo del segmento 
e la elipse Ta e go 14 
7) ( R 
[». a (r+3)): 13) el recinto comprendido entre las ramas de la hipérbota 
ja 2 

nara): 300. y A las circunferencias |z|=R les corresponden Jas 

E] 
elipses — sad ==1 (a la circunferencia |2|=1 le corresponde 


FIG. 65 


el segmento u=0, —| Lu < D; a los rayos argz=a les corresponden las famas 
2 


v u 
de las hipérbolas y 


y Ei (a los rayos p=0 y p=xx les corresponde 


el ee v=0, al rayo P=3 le corresponde el rayo u=0, uz="l y al rayo 


=—i te corresponde el rayo 4=0, v<—1); 2) a las circunferencias |2|=R 


2 
les esponden las elipses A dl A (a la circunferencia 
corrésp 1P FDO ivi 
R Re 


|z|=a le corresponde el segmento v=0, 4 <u <a) y a los rayos argz=a 
0% u 2, A 
les corresponden las ramas de la hipérbola Rota mena” l (al rayo argz=0 
le corresponde el rayo y=0, 4 > a, al rayo arg 2 =:1 le corresponde el rayo v=0, u << 
«<—a y a los rayos argz=>+ > les corresponde el eje u=0); 3) las familias de 
elipses e hipérbolas contocales que se obtienen de las correspondientes familias 


formadas por la función de Zhukovski (véase el problema 298) mediante una rotación 
de ángulo y y mediante una transformación de semejanza con el coeficiente de 


zu 


semejanza Igual a |c] (el centro de semejanza se encuentra en el crigen de 
1 ¿E _E_ ——— 
coordenadas). 30f. 1) == + V2—=e) 2) 05 (+ Vz—(at—H3); 
en ambos casos para una selección de la rama de la raiz obtenemos la transtor- 
mación en el exterior del circulo unidad y para la otra selección, en su interior. 


VA a—m ps 
302, w= 22 Y 21000 303, w—=A le p Y ¿— (ad—08), donde A es 


al— ¿1 
a—b 


un número complejo cualquiera; na E 304. Para a>0, 


todo el plano con un corte a lo largo del segmento [1 + (a+) ]: para 


a<o0, todo el plano con cortes a lo largo de los rayos [—a, de (a+ 7)] 


FIG. 66 
310. [+] (e+5)-(%+2) -sem sl >= 


— ay 2 
“o (. ++) A * ==! 2 ; la longitud del arco correspon- 


diente al corte es Igual a 2 arccos E y es lgual ax para a=3—Y Y. 
t y 1 
e, y 
312. 4-22 ———T í : 0 (0) = ——q—— 
(0+3) + (047 


las longitudes de los arcos correspondientes a los cortes son iguales a 
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lerg)r(e+s) + (era)elo+?) 

a 5 a [7 

TAI TA Y? 21—2 arcos ———_ GAS 
(55) A(845) e] Per) 

313, 1) La imagen de la circunferencia C es el arco circular que tlene los extre- 

mos en los puntos +1, y que forma el ángulo 2a con el eje real en el punto t; 

el exterior de esta circunferencia se transforma en todo el plano con in corte a 

lo largo del arco indicado; 2) la imagen de la circunferencla C es (flg. 66) una 

curva cerrada (perfil de Zhukovki) con un punto de retroceso en w=| y con la 

particularidad de que la tangente en este punto forma con el eje rea! d ángulo 

2a; el arco circular con extremos en los puntos +1, del cual se trata en el 

punto 1), está contenido en el recinto limitado por el perfif de Zhukovskl; el 

exterior de la circunferencia C se transforma en el exterlor del perfil de Zhukovskl. 

314, 1) La imagen de la circunferencia y 

C es una Curva cerrada, Compuesta por 

dos arcos circulares con extremos comu- 

nes en los puntos 3-1 y con la particula- 

ridad de que las tangentes en el punto 

l a estos arcos forman con el eje real 


2 arccos 


ángulos iguales respectivamente a 2a— rd 
—a6 y 2a + (an —a)ó; el exterior de la 
circunferencia se transforma en el exte- ”) Y e 


rior del recinto limitado por los arcos 

indicados; la imagen de la circunferencia 

C” es (fig. 67) una curva cerrada con 

un punto anguloso en w:=1 y con la par- FIG. 67 

ticularidad de que las tangentes en este 

pinto forman con el eje real ángulos iguales, respectivamente, a 20 —ad y 
22+(n—a)0; la imagen de la circunferencia C está contenida en el re- 
cinto limitado por la imagen de la circunferencia C”; el exterior de la clrcun- 
ferencia C* se transforma en el exterior de la imagen de esta circunferencia, 
2) El interior de la circuníerencia C se transforma en el exterior del recinto 
limitado por los arcos circulares que pasan por los puntos —1 y l con la parti- 
cularidad de que sus tangentes en el punto t forman con el eje real ángulos 
iguales, respectivamente, a a) 2a+(n—a)ó y 2a+(21—0a)Ó, si la función 
ate) está definida en el E odas con un corte a lo largo del arco de la clr- 
cunferencia C que pertenece al semiplano Inferior y b) 24—ad y 24 —(n +0) 0, 
si el corle que define a la función w(2) se hace a lo largo del arco de la cir- 


¿BNO 

pa 

= jo * 

cutniferencia € perteneciente al semiplano superior. 315, 1 = EE 

.i¡= 

webr4 ie 94 
donde p=a para P>0 y y=a4x para P<0, 316. Todo el plano con 
corles a lo largo de los rayos y=0, E e y=0, =>. 
317. El semipluno > + con un corte a lo largo del segmento y=0, 


Lera. 318, Todo el plano con cortes a”lo largo de los rayos y=0, 
IEx<oey=0, —o<x<—!l, 319. El ángulo tz <argz< =con un 


a 
corte a lo largo del rayo y=0, Vi <x<o. 320, 1) Todo el plano con 


2£1 
cortes a lo largo de los rayos |w| == T argw=- > (£=0, l, .,.. n—I); 
E 
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. 


2) Ut at) VU 24 VE 5 NY a+ V2=0D; 


E z 
AN AER ZW TFA+ Vi-2). 


z 


rn AA 

322, 1) w=(ar+acn) ” A (Ap (arg an )%, 
Solución. La: función bt=3 (2425) transforma el sector en el semiplano 

a 
inferior de manera que los puntos a y ae A pasan a los puntos + + (an + a) . 
o 
Después es preciso comprimir el semíplano A TE: y transformarlo 
y (a+ a-”) 


en el semicírculo unidad (1=p+ V pi—1). La función w= YT es la deseada, 
2 


2)w= CA Vir) o" 


la Y Ay ara o y Vara VIVIR A+) 


donde a=>y (WVapad-yo0jo, e (Vipa+ Vo ai). 
324. w=V Y 2 A+ Vapd 


USA EIA 


y 
mL 

326 AE 

; Ya a 
a EL 


325. w= 


V Atte te 


327. pera b<lt; 


——_—— >> 
ATTE + V Arg 
w=Y Y arapl i++ ce $ para b=1; 


a a a 
7 za +ctgl == +ctg 
) e 2 para b>1; a 


LT E 
V A Y A+ctgz 


1 =— 
320. w=>===(VWV2+1+24V YVAP4-V5 . 
V2+ V5 

Solución. La función ¿=2* transforma el semiplano superlor con cortes a to 
largo de los segmentos [0, 1+1) y [0, —!t +1) en el recinto del problema 324 
que lo transformamos después en el semiplano superlor. La función hallada, 
según el principio de simetría, transforma el recinto dado en el plano con un 
corte a lo largo del segmento. Resta transformer el exterlor de este segmento en 
el exterlor del circulo unidad. 


39. w= y [ E LE es 
VE l(4+ VAT" + (24 VAT) 242 
=7% [c+ VID ++ Ya y] 


n 

Solución, Mediante la función t=¿% , donde ¿=2+4+ Y 21— | es la Inversa 
de la función de Zhukovskl, la mltad superior del recinto dado se transforma 
en el recinto |1| > !, Imt>0 que, a su vez, se transforma mediante la fun- 
ción de Zhukovskl en el semiplano superlor, Aplicando el principlo de simetría, 
obtenemos la transformación del Interior de la rama de la derecha de la hlpér- 
bola en todo el plano con un corte a lo largo del rayo (— oo, e es fácil 
transformar este último recinto en el semiplano superlor. Observación, El factor 


>= no tiene Importancia ya que la transformación w”=kw(* > 0) Irans- 


1 
vz 


rn 
forma el semiplano en sí misma. 331. w=[e-1 (24 VI 1) — 
per pas Y Pd 
— 0-18 (24 VIT 5) Y, donde B=na—a. 332, w= [e-nz+ 12] ; 
donde c= Vaj, aarctg?, n-——. 333. 1) El recinto se 
e 2arctg 


construye del sIgulente modo: el anillo ,3 <|w|< ri se corta a lo largo del 
segmento ri«<u«< ri del eje real y al borde Inferlor del corte se pega la perte 
ri<[w|<ri, Oxergw<2a de otro anillo semejante; si a=x, el segundo 
anillo es completo y su extremo libre debe ser pegado con el extremo libre del 
Le anillo (en este caso obtenemos un anillo ri < [w|<rj de dos hojas); 
) sl al, la desigualdad | 2?—1| < a determina dos recintos (véase el pro- 
blema 39), cada uno de los cuales se transforma en un circulo |w—1| <a de 
una hoja; en camblo sl a > 1, la desigualdad | 2*—1| <a determina un recinto 


que se transíorma en el círculo |w—1)] <a de dos hojas (para construir este 
circulo de dos hojas es suficiente cortar dos ejemplares Idénticos del circulo 
jw—1|<a a lo lergo de cualquier radlo y peger el borde Inferior del corte 
del primer ejempler con el borde superlor del corte del segundo ejemplar y el 
borde superlor del corte del primer ejempler, con el borde jnferlor del corte del 
segundo ejempler). 334. 1) El recinto se construye del siguiente modo: al plano 
w cortado a lo lergo del segmento |—1, 1] se pega el Interlor de la ellpse 
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2 2 
20 == Il, también cortada a lo largo del segmento |—1, 11, 


1 
(2+-3) R=>G 
de manera que al borde Inferior del corte del plano se pega el borde superior 
del corte de la elipse y al borde superlor del corte del | se pega el borde 


w—1 á 
a |<R (la de. 


Inferior del corte de la elipse; 2) el recinto de dos hojas 


sIgualdad =P < R* determina el interior de este circulo para R<l, el 
semiplano para R=1 y el exterior del círculo para R > 1) . El corte y las 
pegaduras correspondlentes se reallzan a lo largo de una línea que une el punto 
w=| con un punto frontera del recinto =S < Ri, 335, 1) y 2) La super- 
ficie se compone de dos hojas del plano 2 cortadas a lo largo del segmento 
I—1, 1) y pegadas de manera que el borde inferlor del corte de la primera hoja 


se pega al borde superlor del corte de la segunda y el borde superior del corte 
de la primera hoja se pega al borde Inferlor del corte de la segunda. 
336. 1) y 2) La superficie se compone de dos hojas cortadas a lo largo de los 
rayos que van desde los puntos —i, 0, i, respectivamente, al inlinito, por 
ejemplo, paralelamente al eje real y en su dirección positiva, Los bordes inle- 
riores de los cortes de la primera hoja se pegan a los bordes superiores de los 
cortes correspondlentes de la segunda hoja y viceversa, 837. La superficie se 
compone de tres hojas del plano z cortadas a lo largo de los rayos (— «wo, —1] 
y [I, 0). A lo largo del rayo (— eo, 1] las hojes se pegan del modo siguiente: 
el borde superlor del corte de la primera hoja se pega al borde Inferior del 
corte de la nda hoja, el borde superlor del corte de la segunda hoja se pega 
al borde Inferlor del corte de la tercera hoja y el borde superlor del corte de la 
tercera hoja se pega al borde inferlor del corte de la primera hoja. A lo largo 
del rayo [l, o) es preciso pegar: el borde Inferlor del corte de la primera hoja 
al borde superlor del corte de la segunda hoja, el borde Inferlor del corte de la 
segunda hoja al borde er del corte de la tercera E el borde Inferlor 
del corte de la tercera hoja al borde superlor del corte de la primera hoja. 
338. 1) En la red polar g= const, 9 =const; 2) en las espirales p=e * (en los 
rayos 8=5 para k=0); 3) en el ángulo a <8 <P (para a=0 y B=2x, en el 
plano cortado a lo largo de la parte positiva del eje real); 4) en todo el plano 
cortado a lo largo de la espiral p=e?; 5) en el sector p <1,0<0 <a (para 
a«=2n, en el circulo unidad cortado a lo largo del rayo u=0, 0xu«<l): 
6B) en ej recinto p >1,0<0B<a (para a =2x en e) exterior de) circulo vnidad 
con un corte a lo largo del rayo v=0, | Xu < 00); 7) en el recinto er <p < >, 
y<0<Ó6 (para 8—y=2x este recinto resulta un anillo concéntrico con un 


corte a lo largo del segmento 0 = y, er <p <e*). 339. El ángulo 0 < arg (2 +1) < 
< 2; la franja0<y <x. 340.1) En la red cartesiana rectangular u=C,u=C; 
2)en rectas; 3)en lafranja0< u< a; 4)enlasemifranjau <0,0< uv <a; 5)en el rectángulo 
Inr,<u<Inr, 0<u<2x, 341, 5) ó=2 mé], I=4a tel. 342, 1) La 
familla x=C se transforma en la familia de hipérbolas confocales de locos en 
ur ys ñ “y 
los puntos -+1 (Sac!) y la aa y =C se transforma en la familia 
: u A : 
de elipses confocales de los mismos focos (cota 1) : 2) en el semiplano 


superlor; 3) en el cuarto cuadrante; 4) en el semiplano de la derecha con un 
corte a lo largo del segmento ¡0, 1]; 5) en todo el plano con Cortes a lo largo 
de los rayos (— «o, —1], y fl. 00) del eje real; 6) en el interior de la elipse 
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ur yi 

_—= += —chh, — A . 
TAPA | con cortes a lo lergo de fos segmentos ¡— ch ll y fl,chaj 
343. 1) En la semifranja -+ <u< 5 v > 0; 2) en la franja -5<u <+: 


3) en la semlfranja 0<u <7..>0 4) en la franja -+ <u<O0. 
344. 1) La familla x=C se transforma en la familla de ellpses confocales de 


ud yl : 
focos en los puntos Alacta=!): la familia y=C se transforma 
en la familla de hipérbolas confocales de focos en los mismos puntos 
ua 


U . 
SNC une! : 2) en todo el plano con cortes a lo targo de los rayos 
(— 0, —1] y [l, 00) del eje real; 3) en el semiplano superlor. 345. 1) En ta 


franja -3 <u <+: 2) en la semilfranja 0 < u <h. u>0. 3486, 1) La fa- 
milía x=C se transforma en el haz de arcos elrculares con los extremos en tos 
puntos w=>3-1 que Incluye tamblén tas partes correspondlentes del eje Imagl- 
narlo; la ecuación del haz de circunferenclas es: (u—a)Y+0!1= 1 +al (a=ctg 26: ; 
la familla y=C se transforma en la familla de circunferencias de Apolonlo 
respecto a los puntos w=>3 1 (que incluye también el eje real); la ecuación de 
la familla de circunferencias de Apolonlo es: u%4+(0—b)3=53—1, 15] > 1 
(b=cth 20); 2) en el semiplano superior con un corte a lo largo del segmento 
0<u<! del eje Imaglnarlo; 3) en todo plano con un corte a lo largo del 
segmento — | <u < | del eje Imaginarlo; 4) en el semicírculo |w| < 1, Rew> 0; 
5) en el circulo unidad. ' 347. 1) En todo el plano con cortes a lo largo de 
los rayos (— o, —1] y [l, 00) del eje real; 2) en el semiplano de la derecha 
niil-1)z 


con un corte a lo largo del rayo ¡l, 00) del eje resl. 348. w=e * 
niz 


2niz ml (2 +2) 
940 w=—a 702, 350. w=é-?, 351. wee dd, 
x 
73 (VU 2-1) 
362. wecos HE, 353. we 2-1 354. 1) w= 
ze Al 
_ 14iV3, nt(z430),. _ e tia 2e +! 
o le o a as O ar 
e SÍI4+-2+p:i I+e 1 
355. 1) w= Verizp vr, 2) w= teta 
ó edslz 4 p- 20h," 
e COS 12 —Cos nh Aé COS 71Z-—COS NA, 
co l -+cos nz 302 ta COS IZ + COS MMy * 
358. = s2 h 24. 59. w= y 
w= Y co 240 359. w cos 22 +1 
—__—_— , sen < 
_ 1/ cos 22 + ch 2h, M7 z 
360. w= cos 22 + ch 2h, * 361. w=— OA 362. w= 
sen 
1 +os— cos E cos Z 
= ETT 363, w= A A 364, w= 
Las — — (08 — COS ——— (008 — 
2 a z a 


21 21 2 
/ PE f cl ch E—eos E 
= 2 3 e ee sas h z 
=> 2n qn > a SS ——— + 
cos — —cos— E —=c0s — 
os 5 7 a_gl l—cos 7 


LA E 
20 42 


330). 368. w=arcsen == . Solución. La función sen 2 transforma la semifranla 


387. tw. ich? (véase la observación a la respuesta al problema 


y>0, -5 <x< 5 en el semiplano superior; además, los puntos + 5 ai 


pasan a los puntos -E ch a. De aqui es fácil deducir que la función w= arc sen ma 
transformará la semifranja indicada en si misma de manera que a los rayos 
x= +5 ay > o les corresponderán los rayos u=>3 ¿Dv < wo. Aplicando 


un número indefinido de veces el principio de simetrla, comprobamos que la 


barcsen LE 
función hallada es la que se requería. 389.  w= = 2 
arcsen — 
cha 
1 y y2 sen z y* 
aresen + arcsen q) — ( 2rcsen e 
870. = —_ co aT———oeveme _ —_——_——————Á . 3. w= 
sen z 
aresen 
cha 
E A OA 
arcsen + — arcsen > P z 
= ca Sha . 372. w=arcsen etiz, Solución. La función 
sen q senz 
aresen 2 — aresen == 
ch a cha 


[ =eXI* transforma la semifranja 0 <x< 5 en el semiplano superior y la función 


A ea Ed n 
w=arcsen E transforma el semiplano superior en la semifranja —7<ux< 5, 


v>0. La función w=aresen ez, que transforma una franja en una semifranja, 
E 
transforma los rayos x=0, —w <y<0 y =p. —w <y<0 en los rayos 


x= 5 .0Ox<y<owo y => . D<y<oo, respectivaniente. Aplicando un 
número Indefinido de veces el principio de simetria, comprobamos que la función 
hailada realiza ia iransformación requerida. 373. 1) El rectángulo curvilíneo 
I<p<et, 0<08<b, si b<2x; el anillo | <p < €% con un corte a lo largo 
del segmento ]l, e%], si 5=2x; para b=2k£x (k=2, 3, ...) se obtiene un recinto 
de varias hojas compuesto por kÁ anilios | <p <e*% cortados a io fargo del 
segmento ] 1, e%) y pegados de manera que el borde inferior del corte del primer anillo 
se pega al borde superior del corte del segundo anillo, el borde Inferior del corte del 
segundo anillo se pega al borde superior del corte del tercer anillo, etc.; 
si b=2kn+B (f=2, 3, ..., 0 < B < 2), al borde inferior llbre del 
último anillo de la superficie cónstruida debe pegarse a lo largo del 
segmento ¿l, e“%] el rectángulo clrvilineo | <p<et, 0<86<Rf; 2) el 
recinto de infinitas hojas, compuesto por los anillos | <p<e“ cortados 
a lo largo del segmento ¡l, e%] y pegados de la forma indicada más arriba; 
3) el recinto de infinitas hojas, compuesto por los anillos i < p < e“, cortados 
a lo largo del segmento fl, e*], enumerados mediante los números enteros 
(....—2, —1, 0, 1,2, ...) y pegados de manera que el borde inferior del 
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corte de cada anillo se pega al borde superlor del corte del anillo cuyo número 
es mayor en una unidad. Este recinto es parte de la superílcie de Riemann, 
sobre el anillo l <p <e“, de la función Lnw. 374. i) El recinto de dos 
hojas que se obtlene al pegar dos simlplanos de la derecha, cada uno de los 
cuales está cortado a lo largo del rayo u=0, i«Zu < 0; los bordes de los 
cortes se pegan en cruz, es decir, de manera que el borde Inferior det corte de 
la primera hoja se pega al borde superior del corte de la segunda hoja y vice- 
versa; 2) el recinto de dos hojas, compuesto por dos planos que tlenen cortes 
a lo largo de los rayos — wo <u«—l y Ieu <o del eje real que se pegan 
en cruz a lo largo de los cortes — om <u«—!l. Los bordes de los cortes ' 
| <u< o permanecen libres. 875. El recinto de dos hojas, compuesto de dos 
planos cortados a lo largo del segmento —i«<u«Zi del eje imaginario y pegados 
de forma que el borde de la izqulerda del corte de la primera hoja se pega al 
borde de la derecha del corte de la segunda hoja. Los demás bordes permanecen 
libres. 376. La superficie de Rlemann tlene infinitas bojas y dos puntos 
logarltmicos sobre tos puntos w=0 y w=0w. Los recintos univalencia del 
z-plano, correspondlentes a las hojas del wplano con cortes a lo fargo de ta 
parte positiva del eje real, están limitados por las circunferencias 2k4x (. o 
ie, (4=0, +i, +2, ...). 377. r,=0, ry=f3=]. La imagen del c 
z[<ri 


es todo el plano salvo el punto w=-—1; la imagen del círculo |z| < ry 
(y del círculo |z| < ra) es el semiplano Rew>—2. 378. 1) n=; 
1 1 1 pi 
2) A=3Ta"* 3) ri=!l. 383. 1) r=-7;2) TT" 3) r=2-Y 3. 


384. rf ¡=R, fy=1l. 385. 1) n=>: 2) tara" 3) r=!l. 


Capítulo UI 
888. 1) /=2+i, h=i+h: DA, h=E: 3) h=mnR) 
l¡=—aR. 380.1) 3 (1-3): 2) 2 3) 2% 40. 30, ni. 3801. Í. 
¿2 
392. 1) A sin —t; ni, sin=—1; 2) y 3)0, si n + —l; 20d, 
sin=—l. 888. 1) —2(1—1) 2 2(1—i) 3) —2(1+1); 4) —4; 5) 4í. 
394. 1) 2x6; 2) —2m; 3) 21Ri; 4) 20Ri. 395. 1) a sin —i; —2m1, sí 
¡ . Sari 1 
n=-1; 2) a es ni —l; —2%, si n=-1. 596. E» si 
ajz—t; 2ní, si a=—l. 398. 1) la 5: 2) senpaz=0, 412. 1) Fi 


2 =z: 3) 0. 413, Si el contorno C contiene en su interior el punto O y no 


contiene ni 1 ni —1, se tiene / =-—2x1; si contiene sólo uno de los puntos —1 
ó | y no contiene el punto 0, se tiene /=xi. De aquí se desprende que la integral 
puede tomar cinco valores diferentes (—2ni, —ai; 0, ni; 2ni). 414, 22—1 para 


> 1 y 2 para n=i. 415. 5. 410, 2, are (143). 418.1) 1; 

Dti ai£. «00lt: pi. 425. R=1. 426.00. 427.0. 
2' 2 ge 3 

428. 2. 429.€e. 430.1, 431.1. 432.1. 433, + 434. >. 435, 1 


6 3ak. 1032 241 


para [ali y q ay para Jal > 1. 496, 1. 497. 12:34; 3) 00; 4) 0; 


B) R*; 6) R para [zol<1 y 11 para |2p| > !. 438. 1) R=>mín (41. fr): 


2 Ra=>rin 3) REÍ. 439. 1) a”: 2) —in(1I—2); 3) In pz; 
4) In(1+=). 440. Diverge en todos los puntos. 441. Converge (no absoluta- 
mente) en todos los puntos, a excepción dez=1. 442. Converge absolutamente. 
443. Converge (no absolutamente) en todos los puntos, a excepción de 2 ==—i. 


444. Converge (no absolutamente) en todos los puntos, a excepción de los puntos 
tal 


ze P (k=0, i, .... p—1). 445. Converge (no absolutamente) en todos los 
ii 3 
2 


puntos, a excepción de los puntos 2 = y 2=—l. 446. Converge 


absolutamente. 447. Por ejemplo, c,=(—1)?. 449. Salución. Investiguemos 
; : = (nv 
primero la convergencia en el punto z=i. Los términos de la serle s —— 


ama] 
cuyos denominadores son 43, Eli, ..., (44 1)93—i dievan el signo (—D*; 
denotemos mediante (—1)k og la suma de estos términos y demostremos que 


2__p2 
04 —»0 monótonamente. Tenemos 0 < df < ER E —Dparak — 00. 


Además, la dlferencla 


ES lata] + len.) pi 
1] 


e | 1 i 
E [ami A FD3 =3) APR > 
1 i i ] 
> li la >* 


Con esto queda demostrado que la serle dada converge para z=1. 
SI |zl|=t, pero z% l. nos valemos, según la Indicación, det crlterlo 
de convergencia del problema 20, tomando a, =(—1 las, Bn = ] 


Las dos primeras condiciones se verlflcan obvlamente; para demostrar la tercera 
I— 22 


estimamos Sm  Si=—2i2H2AP AR + (iy "lan — E + 
—z> —z? —y¿z3 1 
A donde 


p=[Yn]-—t. De aquí |S,|< +43 y, por consiguiente, para todo z 

existe un £ tal que |S¿[<kp<kV n, con lo cual concluyela demostración» 
—-] 2 oo 

¿Me z¿im+l e 7 28 -—1 g9n 

A ES a SI 


0 n50 


o o 
1 22-174 Ss, a 2” 
R=0. 455. 7 4 E? R=00, 0. (5) (2) » donde 


(5)=1. (5) Hebert mt. 2 0) Red. 


ni 


457. vel [ +5 + +Ec paa l 1 (E y | ) Rest. 


pi 2 o LI LS EL Y Cp2”, 


n=0 [5] nal anal 


donde  c.= 2 O R=VI3. 


o 
¿+1 


460. E Eottami a, a R=1. se 2 N JT" R=1, 
n= n=0 
a a > -(2n— 1) , 
462. $ je RAI 468. 24) (—1y" a? ¿241, Ruzl. 
n=0 n=0 
464. 1n2-Y (145) 2 ¿Roto 5. Y a R=0. 
n=l a=0 
= +1 i = (2—1)5 
456. 2 rr A re e ES 
l 
R=3. 488. 7 23 o 
n= 
ta] ¡ 2 Ay o 
+ e y (13 E AE, R=2. 470, na E € Me 199, R=t. 
ml n=0 1Nn/ 
o e—1y o sen (1+5) 
a Nan ro 472 2 —— (e dp, Re. 
473. 14224 EA 474. + 475. hd Pa 
2 2 Al 
q. 476. 142422, PP A 477. 24 +3 + 
97% E AN _ 7 La A 
+ 78 1024 FA e 2 de ho ay 
to=nc,+n(n—1)co +... nie, +2n! ie n=. 
2 1 / 
470. o e A DES 
A) do] Ñ 480. — 41% 2 o + 


e) 178 OR MN 1 A za 
A d+ ad OO 


A E s | 
da e (14 3) e OS 
po 3 
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e It re]: 488. 1+ 


A a O 
+Z [Er(=0]- 487. A ASA 
488. E a, R=xi A ES ¿a R=z; 
3) El e, RE) Y a O aan, 
R=n. 489. e a 
A GA, ey PE 08H 04, Aca + Bln1 + 


zt 
"Ter 
+ Yoma +8 ¿=0(n=3,4,...). 496. Ls ¿Lar (2) —(2n+1—2) La (2)+ 
zb zo zin+1 
+n3L,-1(2)=0(n>1). O OREA PA 


any toi 
_ní(n+ 1-12, 
1 


[z|<o, 496. z A Bs. 


in(n+1)—1-2]in(n+1)—3:4).. .in(n-+ 1) —(2*—1)2k] ! 
a 


2 s 4. 
lee. 499. 500. A 


—zi * 41 

ca ACA q 501.w="F (a,b,c,2)=1 + 

ab a(a+1)5(5+ 1) a(a+1)...(a+n—I)5(5+1)..(b+n—I) ., 

Fran ++ ate ED. de pn=1) e 

lal<i. lá 503. Solución. Derlvando la ecuación hipergeométrica, obtenemos 
a ecuación 

2 
1) Bates) —(a+04 3): (a+ 1H 1 E=0, 1) 


a la cual satisface la función t=ZFía, b, c, 2). Como la función 


Fa, b,c, 2), por ser derivada de la función F (a, b,c, z) analítica en el 


unto z2=0 también es una función analítica en el punto z=0 y como 
oda solución de fa ecuación (1) analítica en el punto z=0 deba 
ser de la forma RF(a+l, b-+1, c+1, z) (véase el problema. 501), donde 


Rk es una constante, obtenemos que Fo bc, z23=kF(a+l, bl, 


e-+l, 2). Tomando z=0, encontramos p=?. 505. 1) 4; 2) 15; 3) 3. 


506. 1) Un cero de orden %-+[; 2) un cero de orden no menor de min (2, [); 
3) un cero de orden k—!, si >; pr fa regular, que no es un cero, si 
k=1, y un punto singular, si k<I. 507. Los puntos 2=-+ 31 son ceros de 
rimer orden. 508. Los puntos 2=-wW+3i son ceros de primer orden; el punto 
nfinito es un cero de segundo orden. 509. z=0 es un cero de segundo 
orden; z=kx (k=+1l +2, ...) son ceros de primer orden. 5310. 2=+ 2 
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son ceros de tercer orden; 2=2%kxmi (2R=0, +1, +2...) son ceros de 
primer orden. 511. 2=2%x (R=0, +1, +42...) son ceros de segundo orden. 
512. 2=31n son ceros de tercer orden; todos los demás puntos de tipo z=kx 


(R=0, +2, +3, ...) son ceros de primer orden. 513. ¿=7 +hn (R=0,+1, 


+2, .-.) son ceros de primer orden. 514. No tienen ceros. 515. 2=4xn 


(2R=0, +1, +2, ...) son ceros de tercer orden. B16. z:=0 es un cero de 
segundo orden; z=4x (R=-4-1, 4-2, ...) son ceros de tercer orden. 517. z=0 


es un cero de tercer orden; z= Y kn y 2=>+ V Rrc (1 +:V 3) (4==3+1I, +2...) 
son ceros de primer orden. 518, 2¿=(%+1)5 (R=0, +1, 42, ...) son ceros 


AUREA Coalo 0 
de tercer orden. B19.2=> TES y 2= Y a+nz (1+1/3) 


(2R=0, +1, +2, ...) son ceros de poner orden. 520. z==4€es un cero de tercer 
orden para una de las ramas. 21. Aqui hay dos funciones dadas; una tiene 


ceros de segundo orden en los puntos 2=2%x + + y la otra tlene ceros de se- 

gundo orden en los puntos 2=(241)2 4% (4=0, +1, 42, ...). 522. El 

punto de acumulación puede ser sólo el punto infinito. 523. 1), 2) y 3) No 

existe; 4) existe (1o=3+1) . 524. 1) Existe (f(2)=23); 2) no existe. 

525. No contradice ya que el punto z=1 no pertenece al recinto de analiticidad 
E 


de la función. 526. Solución. Del desarrollo f(2)= D) c, (2—z2p)? se despende 


aa 


que u(x, y = SF DG fo, 1(x—x0) + (y — yo)10 + En 1x0) —i (y—yo)19)- 
nas! 


2 
Tomando aquí x=x,+ E e Yy=Y0+ Eh , donde £ es lo suficientemente 


próximo a z, obtenemos (jestablezca esto!) 
= —2Z, l - 
u (so + q . Yo+ _ 2), [co + f (0) 
y tomando z en lugar de £, llegamos a la igualdad requerida. 528. 224+24+Ci. 


529. 20% —4Ci, 530. (14 ¿)2—3i-+C. 531. senz—chz-+C (C es una 
constante real arbltrarla), 538. 2) 21M. 


Capítulo IV 
$43. NN (2) para |z|<2; $ te para [z| > 2. 
a=0 a=0 
0 LEA) mate EE) (9) 


a=0 n=0 
1 


para |z|>|aj. 545. ++N 20 para [2[<l: +) ie" 


a=0 0 
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cal ] Es O+1 a+ 1 
para O<|2—1]<1 —Y' 7 para 12]>1. 56. DY sq” 
a=2 na0 


para |zl<lal  ¿= | +Epi] para O<|z—al <|b—a]: 


“o 


$n=1— gn -1 
bn=1—=an para |z|>]151l: a (+ a) para Ja|< 
z a=0 
3 
2 a+1—(2 ¿+1 
<l21<1bl. 547. or y AE | ¿27 para 
. n 
0O<|2-21<V5; a S 7 mi para lL<tzJ<2. 
ri 


ñ 1 (n +3) in (2— iy" ; A 
548. a Y AER Para 0<|2—i|<2; 


N Eran para |[z2|>1l. 549. e .s] para 
=1 


n=1 


di 1 1 
Iz|>Jbl, cota co (7 a 2 € 7 pl y» 
n n—1 1/ n—2 


e , 
x (E )er=aa+ , (Pje. sn 93 Hor oo 
n 


2 a=1 


«(Pje El e]. ca=27"64 (n=l, 2, ...), 


m n 
0 2 
to= YE | la y ( E) e-|. 551. prepa para 


m=1 


O<|2|<0. 552. S ip TA para 01211 <a; + 
n=0 


(—1 +1 =: 
SA para |z|>1l. coc E ) (n=2, 


n=2 


(—1)A-1 42k—1 sen 1 —1)4 41 cos | 
E E .). 553, cos 1 lo aaa para 0< 


(iy lLa=r-em] 
<|z-2|<0w. 654, +24 Y EAS HARE Ju, 


k=1 EENES A 
2(—1y 


(2-41) (2 jp] para O<|2—1|<0.  B5, Eres 2-4, don 


n=l 


246 


o La - 
1 a = 
de aca apa 00. 1,2, 00). 586, Y cqnzin + o a”, 
k=0 n= 


n=0 


a 1 
donde Can= 5-20 = (1) Y PF NPIFAFM (a=0, 1, 2). 
R=0 


an 
a sen (145 1 1-2 
657, Y __1 2/ E edo 03 SENA == 40081 
2 ae—=TP" para O< |z—1|< o; —sen | z + Ta + 
n= 
6Gsen | —5cos | ] S 102 Bzn 2-1 
+= + para |z|>1l. 588. Y 1) a donde 
a=1 
Ban son los números de Bernoulli (véase el problema 485) para 0O<l|z|]< 2x; 
3 nia E Ba 2 
+4 NN nt [ore +5] Zn para n<lz|<2r 
a=1 a=1 
Sia . 5 2 Con mece 
559. $, A Para [Iz| > máx (Jal. 15). so. Y > donde Ca =— 1 X 
de 3k-3 22%-5 2 aye 
pS (2-2 3 5 — 09 E) e Carral (Ri 
1, 2 O 
=1, 2, ...), para |2|> 2, fardg Ny A on Cu = 


n=0 a=l 
1 5 ¡Ro ely 
=2 arte. eu=200( eta 7 Y mima): Cierra 20 a 
meo 


(k=1,2, ...), paral<|zj<2 561, 1) Sí: 2) sí: 3) no (el punto 2=1 no 
es un punto singular aislado); 4) no; 5) no, 6) no; 7) no; 8) no (la función no es 
continua en cualquier anillo que rodea al punto z=0); 9) no; 10) si; 11) si, 
cuando «a es un número entero o cero, y no en todos los demás casos. 
582. 1) No; 2) sí, ambas ramas admiten el desarrollo; 3) no; 4) sí, las tres ramas 
admiten el desarrollo; 5) no; 6) dos ramas admiten el desarrollo (de las cuatro), 


determinadas por las condiciones V1+ Y T=+ Y 2; 7) mo; 8) no; 9) no; 
10) sí, las seis ramas admiten el desarrollo; 11) no; 12), 13) y 14) si, cualquier 
rama admite el desarrollo; 15) no; 16) no; 17) el desarrolio lo admiten todas las 


ramas, a excepción de dos determinadas por el valor Arcsen 2. 

585. 2=0 y 2=-+1 son polos de primer orden; z=0w es un punto regular (un 

cero de tercer orden). 558. q El z= 141 son polos de primer orden; 
ya .Yy2 


z=0 es un punto regular. 567. z=1 es un polo de segundo orden; z=o00 es 
un polo de tercer orden. 568. 2=0 es un polo de primer orden; 2=-+-2í son 
e de segundo orden; z=o0w% es un punto regular (un cero de quinto orden). 

. z=-+41 son polos de primer orden; z=0o es un punto singular esencial. 
570. 2 =« es un punto singular esencial. 571. z=«o es un punto singular 
esencial. 572. 2=2fni (R=-+l, +2, ...) son polos de primer orden; 2= 0 
es un punto de acumulación de los polos. 573. z==0 es un polo de segundo 
orden; z=2k£ni (k=>41, +2, ...) son polos de primer orden; z==«o es el punto 
de acumulación de los polos. 574. 2=(2244+1)ni (R=0. +1, +2...) son 
polos de primer orden; 2=o0w. es el punto de acumulación de los polos. 
575, z=0 es un polo de tercer orden; 2 =24x1 4 ¡In(24+ Y 3) (2=0,-+1, +2,...) 
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de segundo orden; z=+« es un punto singular esencial. 584, 2=(24+1) $ 
(R=0, +1. +2, ...) son polos de primer orden; z=ow es el punto de acumu- 
lación de los polos. 585. z=(2%+ 03 (£=0. +1, +2, ...) son polos de se- 


gundo orden: z=+oo cs el punto de acumulación de los polos. 5886. 2=0 es un 


polo de tercer orden; z=kn (R=+1, 4-2, ...), son polos de primer orden; 
z=0 es el punto de acumulación de los polos. — 587. 2=kx (k=+l,+2,...) 
son los polos de primer orden; z=uw es el punto de acumulación de los polos. 
588. 2=kx (R=0, +1, +2, ...) son los polos de primer orden; z=ov0 es el 


punto de acumulación de los polos. 589. Si aw mat (m=0, +1, +2, ...), 
los puntos 2=24x +0 y 2=(2*+1)n—a(2=0, +1, 42, ...) son polos sim- 
ples;sia=mn4%, los puntos 2=2kn4 3 para m par y los puntos 2= 


= (2k +1) n=3 para m impar son polos de segundo orden; 2= «o es en todos los 


casos el punto de acumulación de los polos. 590. Sia 4 ma(m=0, +1, 4-2, ...), los 
o DL ln xa (4=0, +1, +2, ...) son polos de primer orden; si a =mu. 
los puntos 2=2%x para m impar M los puntos 2 =(2%+ 1) n para m par son polos 
de segundo orden; z= eo en todos los casos es el punto de acumulación de los polos. 
591. 2=1 es un puntosIngular esencial; 2 = oo es un puntoregular (un cero de primer 
orden). 582, z=—2 es un polo de segundo orden; z=2 es un punto singular 


esencial; 2= oo es un polo de tercer orden. 593 y 59M. => (f=z+1,+2,...) 


son polos de primer orden; z=0 es el punto de acumulación de los polos; 
z=03 es un polo de primer orden. 595. z=0 es un punto singular esencial; 
z=0 es un punto regular (un cero de primer orben). 596. z:-0 es un punto 
singular esencial; 2=«w. es un punto singular esencial. 597. 2= 


*= A (R=3+1l, +2, -..) son puntos singulares esenciales; z=0 es el punto de 
* acumulación de los gunos singulares esenciales; z= oo es un punto singular esen- 
clal, 598, 2=2+FD7 (k=0, +1, +2, -..) son puntos singulares esenciales; 
z=0 es el punto de acumulación de los puntos singulares esenciales; z= 00 es 
un punto regular. 599. 2=% (k=+1, +2, .,.) son puntos singulares esen- 
ciales; z2=0 es el punto de acumulación de los puntos singulares esenciales; 
z=0 es un punto singular esenclal. 600. E (4=0, +1, +2, -..) 


son puntos singulares esenciales; 2 =0Ú es el punto de acumulación de los puntos 
singulares esenciales; 2 = oo es un punto regular. 601. Para una de las ramas 
es un punto regular y para la otra es un polo de primer orden. 602. Para 
una de las ramas es un polo de primer orden y para las cinco ramas restantes, 
un punto regular, 603, Para una de las ramas es un punto regular y para la 
otra, un polo de segundo orden. 604. Para una de las ramas es un punto 
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regular y para la otra, un punto singular esencial. 605. Un polo de primer 
orden para ambas ramas. 606. z= (1+37,) es un punto regular para una de 


y 
las ramas y un polo de primer orden para la otra; z=1 es un punto regular 
para una de las ramas y un punto singular no aislado, que es el punto de acu- 
mulación de los polos, para la otra rama, 807. Cada uno de los puntos dados 
es un punto regular para una de las ramas y un polo de primer orden para la 
otra. 608. Un punto regular para una de las ramas y un punto singular esen- 
cial para la otra. 609. 1 n polo de primer orden para todas las ramas; 
2) un punto regular para un conjunto infinito de ramas y un polo de primer 
orden para el otro conjunto infinito de ramas. 610. Un punto regular para un 
conjunto infinito de ramas y un punto singular esencial para el otro conjunto 
infinito de ramas. 611. 1) El punto z= «o es un polo de orden £= máx (n, m), 
sinz%m: en cambio. sl n=m, el punto z=c0 o blen es un polo de orden 
ken o bien un punto regular; 2) un polo de orden n—m, sin > mm, y un 
punto regular, si nm; si n<m, el punto z=0 es un cero de orden m—n; 


3) un polo de orden n4-m. 613. Ejemplos: 1) 2*; 2) A+2 3) a> 


614. 1) a (a +0) o az-+b ¡a 40); 2) =$ (a 20) 0 4,+a,24+...-+a,2" 
(A, 7 0); 3) H+0: 4) A (80 0, Carm 40); 


1) 
5) A (04 4 0%) para k Y £ y al menos uno de los núme- 


; d+ 4124... +a,2” z 
ToS 47 es diferente de cero) o 9222 — (04 %0, 040 
e ra y A AA 
para k 41). 616. 1) z, es un punto singular evitable; 2) zy es un polo de orben n, 
si ea es univalente en una vecindad del punto Eo Y un polo de orden nm, 
si p (2) es m—valente en una vecindad de este punto; 3) zy es un punto singu- 
lar esencial. 617. 1) El punto 25 es un polo de orden n, si y” es un segmento 
rectilineo, y un punto regular de multiplicidad n, si y” es un arco circular, es 
decir,  f(2)—f (29) =(2—25)” q (2), donde q (2) es analitica en una vecindad 
del punto z¿ y (25) 40. Si z$=00, esta condición se escribe en la forma 
Ha3—f (o) =2-" p (2). donde q (2) es analitica en el o y q (0) 4 0; 2) zg es 
un punto singular esencial, 619. 1) —1; 2) 0; 3) 0; 4) O, 620. 1) El punto sin- 
gular esenclal es 2=vo: el valor excepcional es O (py el 001) e >0, sl 
x——o (e > 0, si x>-- 00); 2) el punto esencial es 2=0; el valor excepcio- 
1 


z 


nal es 0 (y el 0); e* >0, si 2 >0, por ejemplo, a lo largo del camino y=0, 
1 


x<0le* >0w0,sjz>»0 a lo largo del camino y=0, x >0/; 3) el punto 


síngular esencial es z=0; no hay valores excepcionales (salvo el valor oo); 
1 
cos 7 > para x=0, y >0:; 4) el punto singular esencial es 2= e; los valo- 
1 


res excepcionales son í y —i. 621. res[f (2)l2=41=-— 7' res[f (220 = 1; 
O A 
res (/ (2)lza o =0. A el 


ll 0 0% resi ao = 1510 (lar = 
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=— +: 108 If léllza o =0. 625. res [f (2)z y =05 res lla 6 


res [f (2dlaa o. =—!- 626. res [f (2)],- 1 =2 sen 2; res [f (2)Jz 2. y =—2 sen 2. 


627. cello: res [f (2)1,= 15 X A (sen 3—1c033); res [f (2)l7-_3: = 


= — gy (sen 3-+1 cos 3): res [f (Ze o = 73 (sen 3— 3). 828. res [F(2)1, A a 
y Ae +1, +2, ...). 629. res [((2)len ON (4=0, +1, +2. .). 


lea ce R=0, 4l, +2 631. zakr=—1 
Prat los 632. 1) res a pa 


2) res [H2)la a =—10S [H2a o o =— Gp * 623. res [f (2)l,..= 

== pro A res lfla)la mos (liz o =0- 
a=0 

635. res [f (2)],.-, =—res[f (2)l, 2 . =—<cos |. 636. res [f (2x3 = 


435 +41 


MOL. [Y en = emi + p> e Eee || 


87. rs =p ro 1110), seg M=El, 42...) 
633. pci (2)lgwo=0 sl n < 0, y también, si n >0 y es impar; res ff (2)]¿=0 = 


Mm sl n=0 6 n>0 pero es par; res[f (2)]7= ¿== — res [f (2)]7=0- 

850. res IF (9), AA O ml, di A a 
kn 

8 GH=—L. 040, res illa poo (IPD (el, 2, 


641. res[f (2)2=0=0. si n es Impar, res]f (2)lo 0 =(—14+2 A Bs si 


n=2% (2=0, 1, 2, ...), donde Bzx son los números de Bernoulll (véase el 
problema 485); res If (2), (a (k=0, +1, +2, ...). 


a 


Y hy 
642. l; —I, 643,0; 2. 644, —2etnal, e 1 y Ln 1=24xi; O para las 
ramas definidas por el valor VT=—1I. 645. + pon 646. )a—P 
(para todas las ramas); 2) et—e* (para todas las ramas). 647. 1) 2kni4- 
+ norert ec sl Ln di 2d; 2) atan sa+ .. (para todas 
las ramas). 648. res[f (Z)lxx=o=An. si Arctg O=k4nx; res [f (z)]za wo =— 
23D, si Arctg o =LEEDZ. 649. resífí2)lezo=0. si n=0; 


(an+1— 8041), si na 


tes [f(2lzmo=LoG, sl n=—1, y res (f (leno=37 


<—2; res ll lllao a =p p7 (IBA), al 0 res [/ (2) a 2d, sl 
n=—l y Ln 1=2%mu, y res[f (2)Jz==w==0, si ne—2. 650. —2C;- 
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, s *£-D 
651. 1) Ap(a): 2) A a 652. 1) n; 2) —n. 


653. nod; 2 —np(a). 854. += 655. AB. 
h S 
RL—n (Pp —ajr +1 nú s zu 
: 19 AA 7. — A 658, — 2d, 669. — 
q9% z! ) Ro Vz El 
21 29141 
860. xi. 661. => 582. Lo 583. 0. 864. ¿AED sil nx=—l, y 0, 
= f (0) La) 
sin<—I. 665. 3201. 666.0. 687. EE es ren: 9% 0 3 
r<l; +1, si r >1 (el signo depende de cómo se ola la rama del inte 
LVIiFvV7. 1 e? 21 
grando). 670. + ¡E -a(+0" 672. TFa 673. Va=T 
24+b) 5 25 2: , 
674, —2>. 0%. a, 67. ¡E sita (<li 3Efosi 


(as— 69)? ala+ 
[af >J; 0 (valor principal), si aa aXx>3+1 (para a=3) el valor princl- 


n A n(os+1) 

pal no UNES 677. ia + si faí<t; Fa—1) sI faf>!l; 
na” (valor principal). siljaj=1,a% +1 (para a=>3- 1 el valor prin- 
cipal no existe). 678. 25, si nz>0;0, sl n<0.  678.m sign a (para a=0 
«el valor principal de e coral es igual a 0). 680. — 2mut sign Ima. 

Ed n 1-3-5...(2n—3) xn  . . dE 
682. =>: 683. la* 684, 46 Pa 2" si n>l; z* si n=1l, 

n 

sen — 

rn vz an rn 22 
685. abla Eb) . 686. Pd . 687. . 688. A — Ñ 

n sen E en 

0. DE o. dy Ecos 1—3sent); 2) L(8cos1+sen! 
ar" : A = 2 zal8Bcos ). 


602, ¿2 (2c0s2-+sen 2). 693, 694, Fe=. 008. ni, si 1>0; 


S 
0, sit=0; —ni, si 1 <0. 697. x(2sen2—3sen3). 698. 5 (cos! ==5)- 
ADA y 
699. 3 omar 2 (sn] 5 ]+V3 cor3)) 700. F[ e7llsen 111). 
1 4 
ab —p-Ub = en -0b 
701. x (e a 7) 702. E TOS. 2 24), 
pe 3 P (p)cos => T (p) sen > 
704. (ba). 708, 7. 78, . 707.1) — ==: — E; 
para comprobar que la respuesta es dll para —1| <p<0, es suficiente ob- 


servar que para estos valores de p la integral ni e la función, que figura 


en la respuesta, es analitica. 708. Ly r(> ] 7) cos —. 709. Ly (+ y seno. 
Pp 17 2 p p 2p" 
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mio. —L y G ] ) cos 75 (para p=1 la Integral es Igual a 3) 712. == 


Pp 2 sen pr * 
ma. ——. 71. E] (para p=1 la Integral es Igual a 7) 

77 np 2 

2 c0s 4 cos — 
2 2 
n senph a dE 
716. and” si 10, y ja sl 1=0. 718. 0. 719. q. 
"Pp 
np (1—p) n EN pr 

72. actgnap. 721. nctg px. 12. An pr" 723. sn px 2 cos =p ) 

n n a P pr 
a [> (1-5) -1]. 75. [I-(5) |. 1. Lx 

si 
aPp-1 n pr ny 

X TFgra: 727. sen px (sen Ecos EE 1). 728, V3 . 729. Si 
a no pertenece al Intervalo (— 1, 1), se tiene === donde YVai—1 >0 
para a > | (en el plano con un corte a lo largo del segmento [— 1, 1] la mag- 

In a 

ll o 

nltud Y a23—1 es uniforme); para a=3 ela se tlene / =4+ —— e NT"? 

eS + Via 


EL 
para a=iy se tiene [=—=—- sign y; para — 1 <a <l se tlene /=0 (valor 
VI+A 


principal). 730. SI 5 no pertenece al intervalo (0, 1), se tiene dei 
(6—1)-P, donde (b—1)-P >0, 5P-1>0 para b>1; sl 0<5<I, se tiene 
1 =— nbP-1 (1 --b)-* ctg pr (valor principal). 731. — . 732, na. 


nen 
3 3 
733. m4 Ina). 74. a (an). 735. — 
738. 5 In2. 787. in Ta: 739. 1) == tas (vara a=1 se tiene 
I=>3): 2) z e 740. ¿En 
2)” a (inva +5) l4a El 
+7 
2% +1 1 1 2n-1 
x Sora l TALA % 
map (443) 0 pe ) 2n at z Epa. x 
x E 5 . 743. Hp (para a=l se tlene /=1n2). 
ina t+>3) nr 
74. 2192. 745. ——, 746. Se 747. A 
e S 2h 3 een Ae 
788. Eimgyo), si 0<a<t Emil sta> 1. 7601) 2, 


si¿>1;0,sl £<1l; si (1, se tlene /=0 para n>l e I=> (valor princl- 
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e2tgn 


pal) para n=1. 751. mt 732. sen f. 753. 1) cost; 2) t—senf. 
et ext ent 1 1y 

1 ara ta tas, Te 07) 

e- e” 

t=l; 0, sit<l. 768. 1) ==; 2 ——-. 759. erf Y ft, donde 

- ) Y ni ) V xi pe 
u 
ata E feos. 760. e-teri YT.  76l. sent. sit<m 0, sl £3m. 


nr 


762. 1, s1 0<f<a; 0, si t=4, —1l, sia<t< 28; EE sil f=2a; O, si 


2 
1>2a. 763. n+1l, si na<t<(n+1) 6; ++. sl £=na (n==0, 1, 2, ...). 
x 1 
784. |—erf 3 Vi (véase la respuesta al problema 759). 785. =+ 
ES _M00t sen An : E 
ha do at A En Du PR E == 
+22 re + 766, — El (— 1), donde Ei (f)= pS — ds, 
mer, 22, mes. 2. 789. 0, sl b<0; areh—, sl b>0. 
1 1 
TT aa 


% . e A JE 151). 
sla>b5;0,sla < b;2)0,sl a > b; VA== .sla< ob. 774. z do lilal VB) 


775. Sl la parte real de al menos uno de los polos es posltiva, se tlene 
Pl f (t) =00; sl la parte real de todos los polos es negativa se tiene ua f (t) =0; 
-0 > wm 


sl unos de los polos se encuentran sobre el eje Imaginarlo y la parte real de los 
restantes es negatlva, resulta que f(£) osclla para f +» «o, con la particularidad 
de que la amplitud de las oscilaciones crece infinitamente, sl al menos uno de 
los polos del eje Imaginario es de orden superíor al primero, y manece aco- 
tada, sl todos los polos del eje Imaginarlo son simples. Sl sobre el eje Imaginarlo 
hay sólo un polo, situado en el origen de coordenadas, se tlene f (f) > oo, sl el 
polo es múltiple, y f (£) + res [e*!p (2)),- q» sl el polo es simple. 777. f (t) — = E A 


778. [ (t) — 2 — elot-V2oiu—=0% 781, Solución. Representemos la Integral 


Y 2810 —w 
x o 
ezo? ex! 
en la forma S 7 a+ 7 dí. Puesto que para el desarrollo asIntótico 
-X x 


en dar negativas de x se tlene e-* — 0, de la solución del problema 780 
se desprende que la segunda Integral es asintóticamente Igual a cero. Según la 
definición de valor principal de la Integral, tenemos 


x -e x 
er! et e-t 
$ 7 di =e-% Um + a dt |= 
e>0 
=x e 


2 


x 

ete ente 

=e-* lím 7 di =e-* ¡dt 
e-0 - 
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(el integrando de la última integral es continuo). Por otra parte, 


ete et—e Pen! Cel el 
Ñ m ar=Ó 7 a+ ¡Ga +17 ao m+ a. 
$ ó 


Integrando por partes, obtenemos 


x 
e 1 “= 
[Ga=c+e (rat FR ter 
1 
donde C =C (1) es una magnitud constante. Resta demostrar que 
x et 

lim x"e-* fáma=o, 
0 1 


lo que se consigue fácilmente aplicando la regla de L'Hospítal. 784. Solución. 


Considerernos $ e**-1 dí, donde C es el contorno 
la 
representado en la fig. 68 (paraRe z > 0). Esta 


Integral es igual a cero y por ello (2=x-+1p) 
es tlene 


2 o 1] 
$ eg f tg $ eta dl, 
FIG. 68 ¿ ¿ ? 


La primera integral del miembro de la derecha es igual a ts e**; representemos 
la segunda en la forma 


7 Pat 441yN 
' LN E read 
AE AS 
q e "=2 7) y 
Xx Xx 
Repitiendo la integración por partes, obtendrematr el desarrollo requerido. Para 
el resto tenemos la estimación sigulente 


o 
3...(2n—1) (et-tt «Lyn 


A 200 ee-e 
2r y Util 


<* yl Ty [ón de 


ext 


Integrando de nuevo por partes, obtenemos [e Cr TE dí < > de donde 


se desprende precisamente que el desarrollo es inalios: El caso en que Rez <0 
se considera análogamente. Si Re z=0, se tiene 


a ett ly 
di 


(14 ty)" y 


er 
<a. 
0 


EN 
: e] 
CL 
NIN 
187. pu 1+L Eon E pla páqueños: vajoraa de 2.56 Me 


W=—> rat ñ A 788, 1. 789. 0. 790. 4. 
Tr 3 Tr 7 

792. 1; 3. 793.0;4. 795.1. 796,n. 797.n. 799. Solución. La suceslón 

de funciones f, (2) converge hacla la función aL en todo punto, a excepción de 


z=0. Por conslgulente, para un e > 0 y cualquier círculo XK, que tlene su centro 
en el punto z 4 0 y que no contlene el orlgen de coordenadas ni en su interlor 


1 
nl en su frontera, se puede Indicar un N tal que la cesguatao | (2)—e?*]|<e 
tendrá lugar para todos los puntos de K slempre que n > N. Resta escoger 
1 


e< minle*” |, donde C es la circunferencia del círculo K, y aplicar el tcorema 
z26C 
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de Rouché. Observación. La afirmación del problema se desprende directamente 
del teorema de Hurwitz (véase, por ejemplo, [l, cap. 1V, $3 n” 5)). 803, 0 
804. 2: 1. 805. En cada cuadrante hay una ralz. 806. Dos raíces tanto en 


el sengundo como en el tercero cuadrante. — 808. En el recinto P > 0, a >+VB 


(el recinto 1 de la flg. 69) se tiene m=0; en el recinto B>0, a <+VE 
(recinto 11) se tlene m=2; en el recinto B<O0 (recinto 111) se tlene m=1. 


809. En el recinto a > 0, $ > L (el recinto 1 de la fig. 70) se tiene m=0; en 


el recinto, en el que o bien a<0 o blen a >0, 6 < z (el recinto 11), se tlene 


810. En el recinto a > ++ V p< (el recinto / de la flg. 71) se 


» 


m= 


Y 


NN 
: 


FIG. 70 


tlene m=0; en el recinto O < a <3+ V + (el recinto 11) se tlene m=2; 


en el recinto, en el que o blen a <3- V e+lo blen— V m+I< 


<a<0 y B> 0 (el recinto 111), se tiene m=1; en el recinto + — Ve+! < 


<a<0, f <0 (el recinto IV) se tiene m=3. 812, El recinto, que contiene 
el semieje positlvo 4 y que está limitado por las lIneas 


— _f£cos tl 


a 
sen Tí * n 
a+b=0 y 4 GIA. 


— senti' 


818, El recinto del primer cuadrante limitado vor las lineas b=0 y 


a=tg Ti, E 
l 03 814, El recinto finito limitado por el segmento 


n a=lsen Tl, n 
b=0, 06537 y por el aro (=p cos Y, 01 > 


O A 
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5 1 -2 
825. E E TS 


Ea py" la 002 


1 4] da-1 
826. sd De A 
LJ - 
LE nra-1¿8-1 ] 2% (an +b)n-1 
828. 1) > == .. 2) em Y Cr a 
ne nuQ 
820. ¿=a + Nal (sen” a). 890. Solución. La función PRE: 0 
. nl dan- d " sen z 
a= 
analítica en el círculo 2-5| < r, donde r < 5 y no tiene en este círculo 
más ceros que :=3 . En la circunferencia de este círculo se tlene |w|>x 


Qe or ell l clrcul < p de radlo A EA 
> + y por ello el clr o |w| <p der PS por ri 


biunlvocamente en la vecindad correspondlente del punto 2=35 de manera que 


en este círculo el desarrollo de z(w) converge. La función > tiene un 
máximo para r=r*, donde e**=2 Le ¡ (e.. 19... < 5) , y este máximo 
> a Por consigulente, el radio de con- 
vergencla no es menor de 0,6627... Al mismo tlempo los puntos ww, en los cuales 


eo, es decir, tgz=2-2, no pueden estar en el interlor del círculo de 


es igual a 


2 
convergencia del desarrollo de 2(w). Poniendo 2—F=1 transformemos la 
ecuación S=0 a la forma ctgl=—>t o a E. Luego, íl=r* es una 
raíz de la ecuación 7=0. El valor que le corresponde es w= A 
pa z 9,+ cos f 
114 
= —= ———7.» de donde |w|= == V r*?— 1 —=0,6627... Este punto 
Pie” pel Piper E 
se encuentre, por lo tante, sobre la circunferencia del círculo de convergencia 
y el radío de convergencia es, por consígulente, igual a M7*i—1 =0,6627... 
Capítulo -V 


832. El anillo > <|z|<1. 833, El exterlor del circulo unidad (| 2| > 1). 
8. |z|<!. 835. 5 semíplano Rez <—1. o El eje real. 837. Todo 
el plano, a iS e de los puntos 2=0, +1, +2, ... 838. |z|> 1. 
839. |z|<l1. 0. Todo el plano, a excepción. de la circunferencia unidad 
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Lo ya 
n 


(21% 1) 841. Todo el plano, a excepción de los puntos z=4” e E 


2 
(k, n=1,2, ...). 842 Sotución, Si la serie y £,, converge, es evidente que 
n=1 
a n 0 
» An 2 s ; vs 2,2" 
la serie > AA converge para |z | < | y entonces de la identidad NA 
" l—2 : a | z 
n= n=4 


I ti 
» Gn = 
a, — Y — 5 se deduce que la serie también converge para 
a=11 Ñ E 


n=1 


r r 
[21 >1. Si la serie Y) a, diverge, la serie Y” a,21 tiene el radio de conver- 
n=( n=1 


se deduce de 


Qp2" 


La 
gencla RG |. Para |2] > 1 la divergencia de la serie Y Er 


n=1 
» 


a A Ñ “a , 
que, en el caso contrario, serian convergentes la serie Y —5 Y, por eonsi- 


| — qn 
n=d 
> pee x 
. A s On LTS Ye A 
guiente, la serie > T=mT Y 2,. Por otra parte, si |z| < |, el 
n=1 n=l 
» a 
A 2 oi anz” 
módulo de la razón q de los términos generales de las series Y an?" y Ni 
a=1 n=l 


está comprendido entre los llmites 1--|z|<q<2 y, por consiguiente, ambas 
= 
series convergen y divergen a la vez. 843. 1) Y da2". donde o.=Y Ap y Con 
n 


=1 
la particularidad de que la suma se toma respecio a aquellos Índices p que son 
divisores del número n, incluyendo | y n, El radlo de convergencia es R=mín (r, ph. 


E a 
donde 7 €s el radio de convergencia de la serie Y a,2". 84, Dan(2--2)", 
a=1 n=0 


x= xx 
donde a =P E (o FT) R=I. 845, E siiz|<t. 
o k=l k= 


1 2 Ñ ] I 
y —=7 o silzl>l. 845. =p iz <dy rap tz1> 1 847. 2, 


sifal<l yl silzJ>l 848. 3E7. silel<l y Loose. 


z 
850. 1) y 2) convergen uniformemente en todo circulo |2|<r<l y en todo 
recinto |z|=>R > Il; 3) converge utiiformemente en todo el eje real; en los 
demás puntos diverge. 852, Converge uniformemente sobre la circunferencia 
ele l; en todos los demás puntos diverge. 853, Converge uniformemente en 
odo semiplano Rezz>8, donde 3 >0. 854, Converge uniformemente en todo 
semiplano Rez==1+8, donde 4 >0. 855. Converge uniformemente sobre el 
eje real; en todos los demás puntos diverge. 858, Converge uniformemente en 
todo segmento [2€x +e, 2(4+ 1) x—e] (2=0, I, 2, ...) del eje real, 857. No. 


664. x¿=X¿= — 0. , X= —00, Xa=l. 888. x¿=—0, x= +0%. 
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887. x¿=0, X= Ho. 888. x.=0, xq =1. 889, x.==x¿=-—1. 870, xo== 
=Xg=+0. 873. x,=0; diverge en todos los punt de la frontera. 
874. x,=X,¿= —2; diverge en todos los puntos de la Irontera. 875, x= x¿=0%3 
converge (no absolutamente) en los puntos 2=(2k=1)xi (4=0, +1, +2, ...) 
y diverge en los demás puntos de la frontera. 878. x.—x,=—0; converge absolu- 
tamente en todos los puntos de la frontera. 877. x,=x¿=0; converge no ab- 
solutamente en todos los puntos de la frontera. 885. La integral converge uni- 
formemente en toda franja 0O<a<RezezÁA< o, 888, La integral converge 
uniformemente en todo semiplano Rezz=a>0. 887, La integral converge 
uniformemente en toda franja a <Rez<2—a, donde a > 0. 888. La Integral 
converge uniformemente en toda franja a < Rez=<= !—a, donde a > 0. y 
890. La Integral converge uniformemente en todo intervalo cerrado del se real 
que no contiene el origen de coordenadas. 881. La integral converge uniforme- 
mente en el semiplano Im z => 0 sin el semicirculo | 2| < 7, donde r es un número 
positivo tan pequeño como se quiera. 892. La integral converge unllormemente 


en los intervalos 0<a<z=<p<! y l<y<z<o. 893. Ejemplo: Het? 
paran<t<na+pe "* (n=i,2, ...) y f di A ia todos los demás valores 
895 . 


def, 89, x.¿=x.=0. 95. x.=x¿= —0. X¿=X4= +0, 897, xpu= 
=—0, Xa=1. 8988, x.¿=— 0%; X= Yo0. 898. x.=—l; r=+|0. 
900. x,=0;x=1. 901. Diverge en todos los puntos de la frontera. 902. Con- 


verge absolutamente. 903, En el punto z=0 dlverge, en los demás puntos de 
la frontera converge no absolutamente. 904, Converge no absolutamente en 
todos Jos puntos de la frontera. 


Capítulo VI 


914. Solución, Calculaudo las integrales que figuran en las siguientes desi- 
gualdades evidentes 


m2 ni2 =/2 
$ senti+iy dy < ( sen?n x dx < ' sen1M-1 x dx, 
0 ó 0 


a 


obtenemos 
Qro q 1. ._= (21) ll Iñ ¿ol 
[a ul MF TEZ li 2n * 


Para demostrar la fórmula de Wallis resta dj que la diferencia entre los 
miembros extremos de este sistema de desigualdades tiende hacia cero para n + 00, 
916. 1) No se conserva; 2) se conserva. 918. 1) Diverge; 2) diverge (hacla cero); 
3) converge; 4) converge. 8919. Converge no absolutamente, 920. Diverge. 


921. Converge para p > aL y, además, absolutamente para p> l; diverge para 


2 
pz. 822. Converge absolutamente para p> l; diverge para p«Zl. 
923. Converge absciutamente. 828, [(z|<t. 926. |(21<2. 927. |2|< 0. 
928. |z|>1. 929. [2| <>. 930. l2j<w. 93. [z|<o. 932.]2|<00. 


933. |z2[<ow. 940. Solución, 1) Restando de la serie ele the 


la serie correspondiente a 2-*¿(s), obtenemos (2 et E 


en el miembro de la derecha de esta igualdad no figuran aquellos términos 1/n* 
para los cuales n es dívisibie por 2. Análogamente (| —2- 5) (1—3-*%) £(s)=1-+ 
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5 +. - + donde en el miembro de la derecha se omiten aquellos lérmi- 


ara los cuales n es divisible por 2 6 3. En general, 


0—pi390—pi le 0 14 YN (1 


donde, en el miembro de la derecha de (1) l2 suma se toma respecto a todos 
aquellos indices n (mayores de la unidad) que no son divisibles por ninguno de 
los NÚMeros Pi: Pas +: Pm. Es fácil demostrar que para Res=1+08(6 > 0) 
la suma de la seríe del miembro de la derecha de (1) tiende hacia cero. cuando 


» 
m — 00, y que, por consiguiente, ¿(s) [] (1 —pm') =1. 2) Como del criterio 
m=l 
de convergencia absoluta (véase el problema 917) se desprende que el producto 


o 

TI (12.5) converge para Res>=1+08, resulta que la función £ (s) no tiene 

ml 

ceros, $í Res > l. 941. Solución. De lo demostrado en el problema anterior 
L3 

se desprende que Il (1 —p +0) 


n=1 


Erro cualquiera que sea d > O, De aqui 
al 
es fácil concluir que tim TT (1 —p +9)=0. Como. por otra parte. (1 —pa) < 
="Ya=1 


3 
< ( —p +9, es claro que el producto TI (1 —pz') diverge (hacia cero) y 
n=1 


E] 
que, por consigulente, la serie y px" también diverge. 


n= 

ni ni ctg na n? iras 

í, senína * . Tenga * 963. E: 984. zas! na cthna). 
A na ni (—14+123k — 15(3k $ 
965. an (a) 966. 32 * 967. — HT Bzr, (Bzx es el 
ero de Bernoulli; véase el problema 485). 968. ze semaD , 971. p=0. 
2 sen na 

972. p=n, 0=4. 973. p=1,0=3, 974. p=1,0=3. 9765, p=3, 0=2. 
978. p=2, 0=V 5. 977. p=l, o=1l. 978. p=1, o=l. 979. p=1l, 

Es 
5 1 1 , en 
o=V2. W0p=z7. 0=1. 981. p=3Í5. 0=1. Solución. La 

n= 


(cos Y 2+cosiV 2), de donde PR n= (eos Y z+cosi Y 2). 
n=0 


o 
. zin _1 4/= 4/2 4Yr= 4/7 
Análogamente A z, 
a 


E) 4 


donde a=¿/—T, y de aqui obtenemos PA Sa Y cos ari/z, etc. 
"o ns0 Ñ k=1 
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882. p=00. 083, Solución, Es fácll ver que basta con considerar ios valores 
1 
feta 


Ñ - <l; por otra parte, sl 0<a < 1, se tlene 


z>0. En aste caso —— 


1 


Ventas 1 1 
L—= e" aca | e 0-0di > 00 para 2.00. 
o Ya 
Por consiguiente, e=!. O==). O Lo 986. 1) p*"=p, 
0% 0, +03; 2) p*" =p, 0* máx (01, 0, o <p. 0* 20; ¿e *<p. 


oo. 988. Solución. Sl z==rel?, la magnitud Y alcanza su valor 


máximo para p==+ z como quiera que se dé r; este valor es Igual a + y 
'n 


Por otra E para cualquier e > D(g < %) y para n > ny (e) se tlene Fs <a 


< An <z y, por consigulente, 
—e)tr2 . g)?y2 
e E 1 <A EE (») 


Pero, puesto que 


imyr 2myr 


(véase el problema 952 ó el problema 957), de las desigualdades (+) se deduce, 
en virtud de la arbitrariedad de e y de la solución del problema 984, que el 
a de la lunción f (2) es SP E eb que su tipo O es no menor del tipo 
de la función e*?% y no mayor del t e la función er?”, es declr, na «o eanB. 
990. Solución. Sean AA, pyo el  mágtnó de la función tel sobre la cir- 
linea |z|=r, el orden y el tipo de la función f (2) respectivamente y sean 
Mi (0) P1 y 0 a características correspondientes de la función f'(2). De la 


(+ ee) _senimyr _ entr —enmr 


igualdad f(2)= Cr (1) di +[(0) se deduce que M()<rM,(M+1F(0)1 y, por 


o 


consiguiente, se tiene p<p,. Como f' d=> LS Lee » donde a tltulo de T 


se puede tomar la cuen de centro en el punto z y de radio 0(8 >0 es 
arbitrarlo), se tlene M, (1) < Mtro) 


, es decir, p, <p y, por lo tanto, p,=P. 
De aquí y de las a anos obtenidas más arriba deducimos que 0, =0. 
Otro método posible de demostración se basa en el teorema señalado en la 
pág, 127. 9% p=to=L. 08, p=a am. 94, p=a 00. 
995. p=0. sv... =0. 997. p=i,o0=l. 998. p=i,0=2 989. p=1 
HONOR A pe=1l; ed si cosp=0; k(p)=0, sl cus p < 0. 
1001 Are 1002. p=1l: A(p)=|sen o]. 1003. p=1 


Rh (p)=|c08 pj. 1004. p==1n; Á (p)=c0s np. 1005. p=> . A(p)= sen $|. 
1008. 1) A* (p)=A (p), si A(p)>0; A*(p)=0, si A(p)<0, y A* (PRO, si 


h (p)=0; 2) slempre A* (p)=A (q). 1007. Ejemplo: f(2)=e*—P (2), 3 << > 


Capitulo VII 
1009. 1) F+ (2) =(2—a)", F- (2) == 0; 


2) F* (2) 0, F- e 


3) F+ O=y . F-(2)5=20. 
En los tres casos la Integral de tipo de Cauchy se convierte en la integral de 


Cauchy. 1010. 1) F*(9=9(9— Y ga (1). F-ua=—Y er (—-): 
2—Gp Z2—45 


> 1 

2) F* (2) =Y €n (5) +. F-=—q (24 Y En (2) +8 (2). 

Ex G - es la parte principal del desarrollo de la función q (2) en una ve- 
—G, 


cindad de polo ag; £ z) es la parte principal del desarrollo de q (z) en una 
vecindad del punto infinito, en la que se incluye el término constante. 


n=0 
valores frontera se tlene: 


2+In 53 i 1 
1011. Pd =— 4 + F- ()-—f 1012. Frig 2-3 
a+ =. , en particular, F+(0)=0, Ft m=-Í, F+ a=Í : 
IA! 22 E AA E 
F ()=—F7- ar + 1013. F+ (2)-= 2E+FD"' F- (2)= TE=p" 
1 Ó (an—iba) 2" 3 Ra(ar+ ib.) 
1014, F+ a=3 Y, A, Fla=—3 Y), E; para los 
a=1 


F+ (Rel) =>Y, (4, —1b,) eln» = +3 (Re) + Y (—5,cosn8 +a, sen 10): 


P- (Re) =—2 Y, (apto) 020 — y ORO) 


2) 


o 
+3 y (— b, cos n 8 + a, sen n8). 


nal 


1015. 1) Si el punto z pertenece al círculo Q¿:| 2—kx | < > se tlene 1,(2)= 


= f(2—kn), 14 (2) =(—1* (—kn). En particular, sl |2 |< 5 , se tlene /,(2)= 
== /q(2) ==f (2). St el punto z se encuentra en el exterlor de todos los círculos cerrados 
A e 

7) == f (2—Ra) + f [2 —(R— 1) 30), 2) = (— ¿—kr)—f (2—(— 1) 71)], sí 
A (2)=/ (¿041 (2—(% Dal. dr(2)=(—-1*((—i0— 


1 
z 
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o a A: peas a A Ez a A siz 
erte a e — : 2)=0, In(z 
Er z pertenece, ¿al Interlor del comp emento y e os o de 101 4 Sr 


ly 211 Ain His: AS << 


== Ín 1 
Fl4D=+H. PE (0)=- ++. F(0)=0. 1017. F(2= = A (la rama 
uniforme ebro el 2- hara y un corte a lo largo de C, definida por el valor 
Ln 1=0). A Rliiacarg(t—2). donde Acarg(í—z) es el 


Fa R l— 
incremento de arg (f—z) a lo largo de C. 


E =3 In ala F- oa me 
E EE FO =p. FAR FS RR. 
FGR)=+: == 
1018. F(2)= q ER (la rama uniforme sobre el z-plano con un corte a lo 


largo de C, definida hor el valor Ln 1=0; para |z|>R ella coincide con la 
rama análoga del problema 1017); P0= In E Hs. P-D=37 x 


X In El FO=-+. F(0)= Se 1019. 1) 0, sl Jz|<ró 

IZ] >R, y =] > sl r<|z| <R; 2) resi Imz>x, y 0, si lImz<x; 3) 0, 
l A 1 nEEz ¿M1 

aaa y —= 5 si limzl>54) e BE Dra) 


si m= [5]. donde Lag + i0c (arg (G—2)—arg 6) es la rama 


unlforme sobre el z- cia con un corte a lo largo de C, definida por el valor 
Ln /1=0. La parte imaginaria del valor frontera de esta rama sobre C por la 


A+ E 


tzquierda es Igual a 5 y por la derecha, a (-3). Con esto quedan deter- 
OLE ml Sl Dafa 
2ni anRA 

HE 


minados los valores frontera de F*(f) sobre C; F (0)= 5) la 


es la rama 


función F(z) es la misma que en el punto anterior, pero Log 


uniforme sobre el z-plano con un corte a lo largo de la otra rela 


M A simple vista la solución es evidente: 


1 
Lodo 1 Ea 
=== ¡ar lin (—23—In (—1—2)= =37 In = FT 


Sin embargo, es preciso comprobar que fa última transformación conduce efecti- 
vamente a la rama señalada del logaritmo, ya que la Igualdad In z¿—In 2, = 

= in] , en general, no es válida. Esta observación debe también tenerse en 
cinta: en lo sucesivo. 
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C y con 'el mismo valor Ln1=0. La parte Imaginaria del valor frontera de 
esta rama sobre C por la Izqulerda es Igual a = y por la derecha, a (-5 
Con esto quedan determinados los valores frontera de F*(f) sobre C; 


POr. Observación. En los puntos 4) y 5) las ramas de 


Ln Es colnciden en el círculo |z| <R, pero son, en general, distintas; 
por ejemplo, en el wo el valor de la rama es —ni en el primer caso y +m 
en el segundo, Sin embargo F(0w)=0, 1020. Ln == =Ín 22 [+ 
JA (E —2), Ja rama uniforme sobre el z-plano con un corte a lo Jargo de 

Ginida por el valor Ln 1=0 (de la misma forma se definen 1 ramas en los 


problemas 1021—1024). 1021. b—=a+zLnÍ=2. 1022. 1) s Anjz2ol + 
b—z2 Ae b eN 
a —2 
+2 Ln +7: 2) 2 y CrAnaz*=2 +0 (2) Ln 5 + donde — Angk= 
a=lk=1 
pn=k+1gn-k+1 1 b—z b—20 
== TE 1023. == 5 (Lo a En —2) 


1 b—2 ba 2 
3024. ES a 12 Ap(2—2p)* :] 


1 1 1 
Ar=EÉ=T [rear F (20)= —An+1: 


1025, 1) F+ ()=In(2+R), F- (2)=In (44, F+(f)=In2R cos L + 


2 
HZ, F- ()=in 2008 PI; 2) F*(=M(R—z +2, F-(= 
= In ¡—- ; F+ ()=1In 2R e, F- (t)=1n2 sen 41 E? 


(el sentido del ángulo p==argí lr mde a las condiciones del prose. 
1026, 1) F+(2)=0, F- (2)==In (1 y F*(f)=0, F- (= tn (1): 
¿ F-([)=0. 3027, F(2)= 


) Fan Ep. FP (90; F+()=)0 


3 
E! 
LEO REL a n R+z 
ets y (2R— 1) Rii-1 | Jena [7] n=, 
nu 
tlene el mismo vaior”que en pe llena 1019, 4). Con esto quedan determina- 
dos también los valores Drs de cn sobre C. Si ]Jz|<R, se tlene 


5 l 
P(í) = Y, Cat”. donde Cy n= ln e 1028, F+ (2) =— Xx 
09m De us. don 2/17 > A 

Vi 
x [24 V% 1 +2). F- m=-+ [2+ vz im +5 Y2)]- Vz. 


1 SI Lnz y Inz son las ramas señaladas en la condición del problema, se 
tlene Ln 2= In (— 2) +1. 
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1029, F+ (2) =0, F- (2) =Ln > (la rama del logaritmo se determina por la 


condición del problema). 1030. F+(g)umt,  F-(e=t— V == - 

1091. F+ (e)=2—ha—(1—A)0, F-(2)=2—da—(1—2)b—(2— a (¿—bA-A, 
1082. F+()=Ln ¿=32, P- (ojo 2, 1094. —x141—35, 
1038. 1) y (in 1): 2) 5 (tn ==) E 1087. SI |2|>1 y 2€C, se 


tlene F ()=53 in = Ln 


7 PEE (2), donde F, (2) es una función analítica 


para [2| > 1 y la rama de in kt 
4). De aquí se desprende ei coinporiamiento: e F (2) en dos puntos +1 +R, o 


se escoge Igual que en el problema 1019, 


los extremos del arco C. 1038, D (f) es el área del E el que la 

R—iz| 2—t1l. 

función f (2) transforma el recinto G. 1044, 1) In Re—-0l 2) in a Ñ 
ent t ri—R? 

3) In al 1050. uo =37f u (6) RITER COS (09) pr d9, 


e FRIA — 7 
uto)=35 | u(()d8. 1082. 1) f(z =00+o (E). h (2)=—e (+) 


—y (2), y. además, 0(0)=Imf(0)=Imip(0) + PT); 2 H2)=—ip(2) + 
Ri Ri a 
+(E) a=e(E )+oca. o (0) =lm f (0) =Tm [— 10 (0) FTP To). 


1053. 1) f(z)==". f,(2)= 


blemas 1054—1057, el valor de u (0) se toma Igual a cero). 1054. f (2) = hr G 
h (==. 1055. Ha) =— In (1 Gr e ht) =tn (17). 


R f 
1058. [()=R=3 (0-2): ha=-=Y +: 1osz Aa 
yd pd 
hat) In R. 1089. (== (E Ha=7 [Ho 


(para la existencia de la primera integral es suficiente que u (1) sea acotada y 
continua a trozos en el Intervalo (— eo, 00) y para la existencia de la segunda 


Integral es suficiente exlglr además que, por ejemplo, u (tf) sea de orden E (a >0) 
3 
1 e 
en el Infinito). 1060. [(2) =u (2) + iv (2) ==37 $ u(£) cth a Da a 


—2) 


3 
37 $ 41 (1) mE dt, donde uu ()=u((+0 (para la existencia de las 


Integrales es suficiente, por ejemplo, que u(t) decrezca en el Infinito como 


Ta a>0). 1062. Las circunferencias del clrculo |z| < 1 tangentes a la 
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circunferencia |z|=1 en el punto e?. 1064. Los arcos circulares que unen en 
el Interlor del círculo |z|<1 los puntos ef y ea, 1065. w(z: a, b)= 


= Lag, w(2 —0, b)=Targ(2—b) w(2 a, o)=1-3 arg(2—a). 
El signlíleado geométrico de estas medidas armónicas es el ángulo, bajo el cual 
se ve el segmento o el rayo desde el punto z, dividido porn. 1086. er argz 


para el rayo argz=0 y EA arg z para el rayo arg z= y. 1067. w(z, A) = 
2 2—R 2Ry z 
= AE ZFR =|= L—-q arcte o(z, P)=1—0(z, A). Las líneas 


equipotenclales son arcos circulares que unen los punlos + R, desde los puntos 
de estos arcos el diámetro A se ve bajo el ángulo 70 +) en €) caso de 


o(z 4) y n (1-5) en el caso de w(z, T). 1088. w (z, m=2 arg SS , 
=2 Vz-VR iniz[—Inz 

1089. o(z, DURO EF VR 1070 Emmy Para Iz]=R y 

1 ] —1 a 

e para |z|=r. 1073. “(1 Y C,o, (2). 


Capítulo VIII 


o 
1078. f (2) y dm: mediante este desarrollo f(z) se prolonga ana- 
a=0 


Jíticamente al Interlor del circulo |z7--a| <|1—a], que no pertenece integra- 
mente al interior del círculo |2[ < 1, siempre que a no pertenezca al intervalo 
o n 


aq li+z 
3)" a — 
esta serle es [243 |<3. 1093. Sotución, La sustitución el=x lleva la 


; el circulo de convergencia de 


[0, 1). 1070. F(2)=In CA ( 


a 
Integral a la forma pa EE (e! =e* 1%), Integrando por partes, obtene- 


o 
mos f (8)==c08 De == dx. La úllima Integral converge en el semiplano 
Res>-—J. 3098, 0< Rez<1!, —1<Rez<l. 1088. El punto 2=1 es un 
polo simple de residuo Igual a la unidad. 1099. Sotución. Tomemos f, (2) = 


-d 
pena. La anallticidad de la función f, (2) en el círculo [z]< 1 se 


desprende del resultado dei problema 535 y de las propledades generales de la 
gen de Laplace (véase la pis; 117). Integrando por partes (n-+1) veces y 
haciendo uso de fas desigualdades del problema , Obtenemos para [2 | < 1 


LA sn A 
h (a) = 2, 2% [eto (21019 + zn2 $ e tpun+n (21) di = 2 a,27 + 
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parti ftp (al) dt. De la estimación para |q4+b| se desprende que el 


ó 
segundo sumando del miembro de la derecha de la última igualdad tlende hacta 
cero para n— 0 (|z| <r). Para demostrar la segunda afirmación tomemos un 
punto cualquiera z € G. Entonces, en el Interlor y en la frontera del circulo, 
para el cual Oz sirve de diámetro, no habrá, como es fácij de demostras, e dp 
punto singular de la función f(z). Por ello la función f (2) también será anallflca 


en el Interlor y en la frontera C del circulo de radlo lel+s, concéntrico con 
el ya construido, síempre que 9 > O sea lo suficientemente pequeño, Por lo tanto, 
2 


para los coeficientes c, del desarrollo f (2) y €p2” son válidas las Igualdades 
»=0 


1 : 
dE 25) Ae dí y, por consíguiente. 


LS un d 
000 E e 


e 
Como la serle y HO converge uniformemente sobre C, se tiene p (21) = 
n=0Q _ 


= 7 enz. El máxinto sobre C de la magnitud Re (7) es Igual a 
é 
z z =Y9 < | (al demostrar esta afirmación es suliciente limitarse al caso en 


J 

que z es real y positivo, ya que una rotación alrededor del origen de coordena- 

das no varía la magnitud de Re (2/0) y, por consiguiente, | p (z£) | < Ae?! (A es 
o 


una constante). De aquí se desprende precisamente que la Integral fe to(zt)de 
0 


2—2 

converge. 1103. SÍ Ln“> es aquelía rama de fa función Li 
— 

que es añalltica en el z-plano con un corte a lo largo del arco y, y que es 


igual a 0 para z=00, se tiene F- (2)=(0—6) Lao 2, F+ (2) = 
—£y 


2—2g 
zZ—21 


= (6) Law 24 2nbi; en el interior de G+ se tiene F-(2= 
5 vl 


= (a— b) Lni» —=2 -2mi (a—5) para la prolongación analítica a través de y, 
—é 


y F- (2) =(a—b) Lp 2 para la prolongación analítica a través de yz. 
1105, 1) 2=+3; 2) 2=+ 21; 3) =+ 21. En los tres casos los valores de w' (2) 
son diferentes. 1107, Sobre z=1 hay dos ejementos: 2-==1 +1, 
ia 1,1 
e ic 3 gtt- »|£]<t, 
gr 2 1 
0 = HU o 0<J1]<t; 


sobre z=2 hay un elemento algebarlco: 2=2-+f?, == M4. $e 


ltf<i. 1108, Sobre z=1 hay dos elementos algebraicos: z=1+4+1fP, w= 
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=i+ VE) = 212 (1-4. .). |£] <2; sobre 2=5 hay un 
2 
elemento algebraico; 2=5+4?, 0-3 (1-+ 2)! |£ | < 2 y dos elementos 


regulares: 2=58+4+f, w= + 21 (++ . e) 14] < 4; sobre 2=0w hay un ele- 


mento algebralco;: 2=1f-4, moto. » 0<|Jt|< yz. 1109, Sobre 
z=1 hay dos elementos algebralcos: 2=!+1?, w=+ (1 +1)1/?= 32 (+3 (—..) E 
If]<t 1110. Sobre z=1l hay tres elementos algebraicos: 2=1+8%; 
Tu 
y 


00 (145 +). [11 <1Y, donde y =!, 074 ¿=e 3. Sobre 2=2 hay 


2 
un elemento algebraico: 2=2 +13, w= - 77 ( -q+- z .) 14] <1 y tres 


elementos regulares: 
2241, w=01 ya (a+). lt] < 1 


s 
Sobre 2=0w hay un elemento algebraico: 2 =1-*, + +54. .. O<|t|< 


< V y 1111. Sobre 2=«v0 hay dos elementos algebrajcos: 2=%)-?, 
] a 
o=+ 00097007 7 (1-4...) 0<|r|< 


1 l e ¡ ce 
<mta (rap. TT): 1112. z=0 es un punto singular bivalente: z=4*, 
laos, O<[|'|<o.  11t3. Sobre z=0 hay un elemento 


1 1 
> 3 0 =- pa — =: 
algebralco: 2=1*, w= a =A Or NT 2... 0<|f]<o. 1114. Sobre 


z=0 hay un elemento algebralco: 2=1?, Wo E. 0<|f]<a. 


4 
1115. Sobre z=0 hay un elemento algebralco: 2=1?, sI ++). 


lil<Vx 1116. Sobre 2=1 hay un punto trascendental de ramificación 
de primer orden; sobre 2=ww hay un p.a.r. de primer orden. 1117. Tanto 
sobre 2==0 como sobre 2==«w% hay un p.a.r. de primer orden; sobre 2=1 hay 
un punto regular y un punto singular erenclal de carácter untforme. — 1118. Tanto 
sobre z==0 como sobre z=0 hay un p.a.r. de primer orden; sobre cada uno 


de los puntos 2== 7) (k=3+ 1, +2, ...) hay un punto regular y un polo 


de primer orden; sobre z=1 hay un punto regular y un punto singular no alslado 
de carácter uniforme (que es el punto de acumulación de los polos). 1119. Sobre 
2=0 hay un p.a.r. de primer orden; sobre cada uno de los puntos 
z2=fnút(h=31, +2, ...) hay dos polos de primer orden; sobre 2==«e hay un 
punto no aislado de ramificación (que es el punto de acumulación de los polos). 
1120. Sobre cada uno de los puntos 2=0 y 2=2 hay sels p.a.r. de primer orden: 
sobre 2=1 hay dos p.a.r. de segundo orden y seis puntos regulares, sobre 2 = 00 
hay dos p.a.r. de quinto orden. 1121. Sobre cada uno de los puntos 2=1 y 
2=—i hay un hfunto infínito de polos de primer orden; sobre 2=0 y z==00 
hay un p.l.r. 1122. Sobre z=1 hay un conjunto Infintto de puntos regulares 
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y un conjunto Infinito de pofos de primer orden; sobre 2=0 y sobre z= 0% hay 
un p.l.r. 1123. WwW=-=7 y lW=00 que son p. a.r. de primer orden. — 1124. w=+2 
que es un p. a. r. de primer orden; w.=ow que es un p. a. r. de segundo orden. 


1125. w=- » w=00 que son p.a.f. de primer orden. 1126. w=0, w=0w que 


son p.a.r. de primer orden. 1127. w=-> e2 12 (acosa) que son p. a.r. de 


primer orden, 1128. w==0w que es un p. a. r. de orden (n—1). A cada cero 
de la derivada w'(2) de orden % corresponde un p. a. r. de la función z (w) del 
mismo orden. 1129. A los ceros de la derivada w” (2) corresponden p. a. r. del 
mismo tipo que en el caso anterior. A los polos de orden mayor de la unidad 


de la función w(2) les corresponden p. a. r. de orden menor en una unidad del 
orden del polo. Sl en el vo se tiene w(2) == +=E4... (2> 1), al punto 
z 


z=0 fe corresponde un p. a. r. de orden (k— 1) sobre w=w. 1130. La su- 
perficte para 2(w) es la misma que para Y w:; sus puntos de ramificación se 
encuentran sobre w=0 y w= 00 y corresponden 22=— mn y z=00. A las hojas 


del w—plano con cortes 0 < u < o, v=0 les corresponden ángulos PE de vértice 


en el punto 2=—n. Para n — oo estos ángulos se convlerten en franjas hori- 
zontales de anchura 2x1, la función w(z) se convferte en e* y la superficle para z (w), 
en la superflcle para Lnw. 1131. La superficie para 2 (w) es la misma que para 
Y w. A las hojas del ww— plano con cortes —oo < u < 0, u=0 les corresponden 
blángulos circulares que forman ángulos de 2n/n en los puntos z=a y 2==b 
(tig. 72, donde n=3)%, 1132. La superticie para z (0) se obtiene pegando dos 


11 En las figuras que acompañan los problemas de este capitulo, los puntos 
correspondientes se denotan con las mísmas letras. Para los puntos del Infinito 
se emplea, como regla general, la denotactón Q y Q”. 
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hojas del w— plano con rai hd < 1, u=0, correspondientes a los recintos | 2] <1 
y |z|> !. Los puntos de ramificación se encuentran sobre w= +1 y corresponden 
az=vxWw1. A la red polar |z|=r, arg z=xp corresponden ellpses e hipérbolas 

at SE y En a e ZA 
e a e o 
2 r 2 r 


1133. (=p ésta es una función extremal conocida 


de focos  +l: 


de la teorla de transformaciones contormes univalentes. Ella transtorma el clrculo 
unidad |z| < t en el w—plano con el corte — o <u <-+ .v=0. La superficie 


para z (w) se obtlene pegando dos hojas de este tipo. 1134. La superficle para 
2 (w) se obtlene pegando sucesivamente 2n hojas del w— plano con cortes 1 < |u]< oo, 
v=0, Ella tlene 21 puntos de ramificación de primer orden sobre w= 3 | y dos 


puntos de ramificación de orden (n— l) sobre w=0. La transformación principal 

se indica en ta flg. 73. La función w(z) es automorfa (Invarlante) respecto al 

grupo de cea ciones lineales generado por las transformaciones 
nl 

T=ono=e" ), s=7" A estas transformaciones corresponden las transfor- 


maclones de la superflcie para z (w) en sl misma, tales que las hojas se transtor- 
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man cicllcamente una en otra, conservándose las proyecctones de tos puntos sobre 
el w—plano. 1138. La superflcile para z(w) es de 2n hojas con un punto de 
ramificación de orden 2n—1i sobre w=0, correspondiente a 2=w, y con 2n 
puntos de ramificación de primer orden. de tos sulle n se encuentran sobre 


ws: y corresponden a los puntos 2=e" o o=e”, É=0,1,2,..., n—1) 
A —4y2 
y los otros n se encuentran sobre los puntos += (2 >) 2h y corresponden 


IA 


a los puntos zá= V La transformactón principal se Indica en ta 


flg. 74. El resto se obtlene medlante la prolongación según el principlo de si. 
metría. 1136. La superficie para 2(w) es de n hojas con un punto de raml- 
ficaclón de orden n—l sobre w=o, correspondiente a 2=00, y con n—1 


FIG. 75 


FIG. 76 


puntos de ramificación de primer orden situados subte w, = 24 (1-4) y Cco- 
¿En 

rrespondientes a 2, =w% lanar k=0, t, ..., Lal Para construtr la su- 

perficie es preciso a su hoja cero (el w— plano corn n—t cortes radtales que 

salen del punto ws) pegar en cruz a lo largo de cada corte una hoja (el w— plano 

con un corte radial). La transformación principal se indica en la flg. 785. 

At circulo [z] < 1 te corresponde et interior de una epicictoide (de una cardlotde 
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para n=2). 1137. La E eta para 2 (w) es de n+1 hojas con un punte de 

ramificación de orden n—1 sobre W«==+<0, correspondiente a z=00, y con n+-1 

puntos de ramificación de primer orden situados sobre my =Zp +7) y co 
2:04 

rrespondlentes a z¿ =«0% (asi k=0,t,..., Al La transformación principal 


se Indica en la flg. 76. At recinto [2| < t te corresponde el extertor de una 
hipociciolde (de un segmento para n=l). 1138. La superftcle para z (w) es 


de n hojas con un punto de ramlílcación de orden n— t sobre Ww==00, Cofres- 
pondiente a 2/0, y con n—1 puntos de ramlficación de primer orden, situados 
sobre Wy= 1 y correspondientes a 24 = COS k=1,2, ..., n—1). Para 


construir ta superficie es preclso pegar. a su hoja cero (es w— plano con el corte 


FIG. 77 


—o <A. u=0) sucesivamente n—2 hojas con dos cortes A TS 
«<juj< o, 0==0 y después pegar a ta última de eltas una hoja más con el corte 
— o <4U EY. v=0, st nes un número par, y con el corte PT Su<o, 
v==0, sí n es un número impar. La transformación w (2) transforma tas ellpses 
e hipérbolas de focos +t en ellpses e htpérbolas de focos Ho -1 . El camblo 


de Jos semlejes se obtlene de Jas relaciones 2=const, w=const. En Ja flg, 77 
se indica la división del z-plano en recintos correspondientes a los semiplanos 
v > 0 y uv. <0 (los primeros se han sombreado) para n=5, 1139. wm=0 y w=0 
son p. 1. Tr. y tezl es un polo de primer orden para una de las ramas de la 
función z(w). 1140. La función z(w) tlene un p. a. r. de primer orden sobre 
100 puntos wo e*3!! y dos p. |. r. sobre w==0 y w= oo. Su superftcle de Rlemann 
se obtiene pegando dos ejemplares de la superficie de Riemann para Ja función Ln ww 
a lo targo. del corte hecho en ellos. zobre el arco que une tos puntos w=e+?8 
del w—plano. 1141. La función 7 (mw) tiene un conjunto Iniíntto de p. a. r. 
de primer orden sobre m= + Y 2 y dos p.1.r. sobre w=0. 1142. La función 


22 


z (w) tlene un p. a. r. de primer orden sobre los puntos == ZA. 


(24 son las 


ralces de la ecuación tg 2==2; todas ettas son reales), dos p. lt. r. sobre w=oe 
y una singularidad crítica indirecta sobre w=0, que es el punto de acumula- 
clón de tos p. a. r. indicados (véase Nevantinna R., Elndeutige analytische 
Funkttonen, Springer, Berlin, 1953, n* 238). 1143, 2 =AÁrccos w= 


=> Ln (w + Mad—1). La superficie para z(w) es de infinitas hojas con dos 


p-t.r. sobre w=0ow y p.a.r. de primer orden sobre w.=| 1, que corresponden 
a 2=kg (k=x0, +1, +2, ...); se obtlene pegando un número Infintto de 
w— planos con cortes 1«Z|u|< o, v=0, que corresponden a las franjas vertt- 


cales ke <x<(k4+ 1x1 (flg. 78). 1144. z= Aresen w => — Árecos La super- 


ftcle para z (w) es ta misma que para Árccosw. 1145. PO Ln Y 


21" 14 
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La superficie para z (w) es de Infinttas hojas con dos p. l. r. sobre w=-+ Í; se 
obtlene pegando un número Infintto de w-ptanos con cortes u=0, |uj«<l, que 
corresponden a las franjas verticales kr < x < (4+-1) x (fte. 79). 1146. 2=Arcctg w== 


=-3— Arctgw. La superficte para 2(w) es la misma que para Arctgw. 


1147. z==Archw=Ln (w + Vui—1); chz=co0s iz. La superflcte para z(w) es 
la misma que para AÁrccosw. 1148, ¿=Arshw=Ln (w + VaA +1); 
sh z=-— ¡sen iz. La superficie para 2 (w) se obtlene glrando ta anterlor en un 


ángulo de 5 alrededor del origen de coordenadas. 1148. 2=Arth w=> Ln : +2; 
thz==—iítgiz. La superflcte para z(w) se obtlene glrando la superftcte para 


Arctg sw en un ángulo de 5 alrededor del origen de coordenadas. [150. z= Arcth w = 


=> Ln + ¡ cthz=ictgiz. La superficle para 2 (w) es la misma que para 
Arthw. 1151. La superfictle para z (w) se construye como sigue: en el w»— plano 
se hacen cortes hortzontales — o <u«<t, u=(244+ 1)n(2=0, +1, +2, ...) 
y a lo largo de cada uno de etltos se pega un pur] del w—plano con un 
corte (sólo uno) idéntico. La construcción de la Pg cie para 2 (w) se basa en 
que w(z) transiorma toda franja 2kx < y<(24+1)3x en ta franja 2kx <u< 
< (24 4-2)x, que lleva el w—plano pegado a to largo del corte —t«Zu < o, 
v=(24+4 l)n (véase ta fig. 30; el signo “+” Indica que los recintos deben ser 
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pegados). M52. 1) Sea F ta superficie de Rlemann en la que la función w =R (£) 
ansforma el [—plano. Para.construlr ta superftcie de Rlemann de ta función 
z (w) es prectso pegar una cantidad Inftntta de ejemplares de ta superflcie F con 
un corte a lo targo de un arco que une, sobre F, los puntos w(0) y w(0) (aná- 


logamente a la construcción de la superficie de Riemann de la junción Ln w). 
La función de Rlemann obtenida ttene dos p. l. r. en los extremos del arco de 
US 'áadura y una cantidad Infinita de p. a. r. pertenecientes a tas superficles F. 

ara construlr ta superftcle de Rlemann de la función 2 (w) pegamos una can- 
tidad Infinita de ejemplares de la superficie F alternadamente a lo targo de los 
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FIG. 80 


cortes que van de tos puntos w(+ l) at punto w(0) (análogamente a la cons- 
trucción de ta superficie de Rlemann para la función Arcsenw). La superficie 
de Rfemann obtenida tlene dos p. t. r. sobre w(oo) y además de tos p: a. r, del 
punto t) tlene una cantidad Infinita de p. a. r. de primer orden en Jos puntos 
7 ) Gt w(+ 1) o w(—l) es un p. a. r, de orden k de la superficie F, este 
punto será Led 2 (w) un p. a. r. de orden 2£ +1), El estudio de la función z (w) 
se puede reducir al caso antertor reallzando la sustitución 2,=12. 1153. Todas 
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las superficles de Rlemann para w(z) son de dos hojas y ttenen p. a, r. de prt- 
mer orden sobre tos puntos: l)2=4, 2=b; 2) 2=4, 2=b, 2:=c, 2=00; 3) 2=4 
y z=00, sl n es impar, Para construlr las superftcles tomamos dos hojas de 


(5 w (5 1277) a 
1777 (7 Co 
FIG. 8t 


z— plano con cortes, que van de tos puntos indicados más arriba a] co, y tos 
pegamos a lo largo de tos cortes ldénticos. 1154. Todas las superficles de Rle- 
mann para w(2) son de tres hojas y tienen p. a. r. de segundo orden sobre los 
puntos: l) 2=4, 2=00; 2) 2=a, 2=b, 2=00; 3) 2=46, 2=b, 2=C, 4) 2u8g 
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y z=00, sin no es múltipte de 3. Para construir ias superficies tomamos tres 
hojas del z—plano con cortes, que van de los puntos indicados al co, y defini- 
211 


3 


mos sobre las mismas tres ramas uniformes w, ww, 0lw lwo=e . Al recorrer 
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los puntos de ramificación la función w:(z) adquiere el factor e a“cuenta de uno 
de los factores subradicates y por eso el orden de pegadura de las hojas a lo 
largo de todos los cortes es el mismo, el cíclico (véase el esquema de la figura 81). 
1155. La superficie de Riemann para w(z) es de n hojas com p. a. r. de orden 
a—t sobre 2=4, z=b, 2=C, z=00. La superficie se obtiene pegando n hojas 
del z— plano con cortes que van de los puntos z=a, z=b, z=c al o, La pe. 
gadura es ciclíca y simultánea a to largo de todos los cortes. Las hojas corres- 
: 


T 
ponden a las ramas uniformes de la función otwlwo=e"” ,k=0, tl, ..., AÑ 
1156. La superftcie de Riemann para w(z) es de seis hojas con un p. a. r. de 


S 


FIG. 83 


quinto orden sobre Z=ow, con dos p. a. r. de segundo orden sobre cada uno de 
los puntos 2==46 y 2=5b y Con tres p. a. r. de primer orden sobre z=c. La su- 
erficie se obtlene pegando seis hojas del z—plano con un corte a lo largo de 
a curva que une a y b, b yc, c y el oo. Estas hojas corresponden a tas ramas 
unloemes 0 + Wa, 00) Wa, OM, $ Dg, 0 —Wg, 08 — 6, 040 —Wy, donde o = 


=e3 y w, y wy son las ramas uniformes de VE y de V2—cC. Al re- 
correrse el punto a se unen cfclicamente las hojas t, 2, 3 y 4,5, 6, al recosrerse 
el pues b, las hojas t, 3, 2 y 4, 6, 5 (la unión es doble a to ¡argo de tas se- 
mihojas), al recorrerse el punto c, tas semihojas i, 2, 4, 5 (se indica en ta 


SS ñ + 


fig. 82): 2,3, 5,6: 3, 1, 6, 4, y al recorrerse el punto oo, cicticamente las 
hojas t, 6, 2; 4, 3, 5 (véase el esquema de la fig. 82). 1157. La superficie de 
Rlemann para w(z) es de sels hojas con dos p. a, r, de segundo orden sobre 
2=0, con un p. a. r. de primer orden sobre z=1 y con un p. a. r. de quinto 
orden sobre 2==00. Para construfrla hay que pegar dos ejemplares de la super- 
ficie para ta función Vz cada uno de tos cuales tiene en una de las hojas un 
corte a to largo del rayo y=0, l<x< «wo. 1158. La superiicie de Riemann 
para w:(z) es de dos hojas con p. a. r. de primer orden sobre los puntos 2==kx 
(£=0, +1, +2, ...); sobre z=00 Ja superjtcle tlene una singutarldad trascen- 
dente que es el tímite de los p. a. r. Para construtr la superficte tomamos dos 
hojas del 2 —plano con cortes que van de los p. a. r. al os (a lo targo, por 
ejemplo, de los rayos paralelos at eje imaginario) y pegamos las hojas a to 


276 


FIG. 84 


targo de tos cortes idénticos. 11591), F, y Fy se obtienen cada una pegando 
dos planos con cortes (—t, t] (fig. 83). 1160, FP. se obtiene pegando dos 2—pla- 
nos Con cortes — o <x<G0, y=0 y Fy se obfiene pegando dos w— planos con 
cortes [-+ 3] (fig. 84). 1161. F, y Fqy se obtienen cada una pegando 
tres planos con cortes en orden cíclico a lo largo de dos de los segmentos 


FIG. 85 


2 
|o, 1%], [0.0 3/4]. (0, v* ¿/4], donde oe? (fig. 85). — 1162. F, se 
obtiene pegando dos .z—planos con cortes | 0, 7 |y Fy se obtiene pegando al 
w—plano con cortes y; [: yS : tio], Ye: liar 3Y3 
dos w— planos con cortes y, y y, respectivamente (fig. 86). 1163. F, se obtiene 


. —ioo | otros 


FIG. 56 


pegando dos z—planos con cortes [—t, i] y Fy se obtiene pegando tres w— pla- 
nos que tienen, respectivamente, un corte (— ib, ib], dos cortes [— a, a] y (0, ¿b] 


y dos cortes ¿—a, a] y ([0, — ib], donde an YE VyE2, 


b= Y Ey V5+2. La transformación y los tres w— planos con tos cortes 


1 En las respuestas a los problemas 1159—1164 mediante F,, se denota la 
superficie para z (w), es decir, la superficie sobre el w—plano, y mediante F,- 
la superficie para la función: w(z) sobre el z— plano, : 
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se indican en la figura 87. (ia figura no corresponde a la escala). 1164. a) n es 
impar. F, es de n hojas y tiene n p. a. r. de orden n—1 sobre los puntos 
T 


z=wk o=e", k=1, 2, .... n]); Fa es de 2n hojas y tiene n? p, a. r. de 
Tel 


primer orden: n sobre tos puntos w= y” va lesa v=0,1,2,-...n—1/, 


correspondientes a los puntos de F, sobre 2=m”, y n p. a, r. de prímer orden 
sobre w= co, correspondientes a los p. a. r. de F, sobre ¿=0*. La transforma» 
ción se Indica en la fíg. 88 (para el estudio Se ha empleado la sustitución 
[=2”, W=w"), La función w(z) transforma el círculo [z| < 1 en el m-plano 


con n cortes radlales que salen de los puntos n” + b) n es par. SI n:=2m, 


10) A 


FIG. 88 


1) 
w (z) se descompone en dos lunciones: Wy= + Ti. Para construir F, toma- 


mos n “semihojas” ]z2|<1 y n “semlhojas” |2] > 1. Denotémoslas mediante 
Hi y Hi respectivamente y denotemos mediante y los arcos frontera definidos 
por los puntos o. A HÉ pegamos a lo largo de ya las semihojas H3, a lo largo 


de las semiholas HÍ, a lo largo de las semihojas HI, etc., cleiica- 
mento Con esto queda determínado Ember”, e orden de pegadura de Fo, com- 
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puesta de 2n hojas que representan w-planos con an cortes radiales indicados más 


3. 


arriba. 1165. w=z?%, z=0 y z=0w son p.a.r. de segundo orden, 
a 
1106. w=2"”" (= es la fracción irreducible Igual a =) , 2=0 y 2=0 son 
1 
p.a.r. de ordenm,—1l. 1167. 2=0 y z= 09 son p.a.r. de primer orden; z=1 es 


un punto singular esencial para una de las dos ramas de la función. 
1168. =1- 5 +“ es una función entera; z=0w% es un punto 


singular esenclal. 1169. z=0 y 2=«0 son p. a. r. de primer -orden; z=1 
es un punto singular esencial para una de las dos ramas de la funclón 
y es el punto de acumulación de sus polos de primer orden en los puntos 


I—a4Ny 2 _ . 
Tras)” Af = q HR (2=0, +1, ...). Según el problema 618, el re- 


cinto de Indeterminación en el punto z= 1 coincide con todo el plano. 1170. SI 
n=0, los puntos z=0 y z=0w3 son puntos singulares evitables y wwe 1; si 
n<0, los puntos 2=0 y z=0w s0n p.l.r., con la particularidad de que 


2 


lim w= lim w=1, y 2=1l es un punto singular esencial para una de las ramas 
2-0 Ze o 
de la función; sl n=1, se tlene w=2; si n > 1, los puntos 2=0 y z=0wo son 


p.1.r. y el recinto de indeterminación de w(z) en estos puntos cofncide con el 

w-plano ampliado. 1171 y 1172. z=0 y 2=0e son p.1l.r. y en ellos el recinto 

de Indeterminación de w(z) coincide con el w-plano ampllado. 1173. z=1 y 

z=0ws son p.l.r., con la particularidad de que lim w=limw=w, y z=0 es 
2 tom 

un polo de primer orden para todas las ramas de w(z), a excepción de una. 

1174. 2=0 y z=00 son p.l.r. y meme: 1175. Los puntos de 


ll 2 m 
ramilicaclón son los mismos que tiene el Arcsen z (es declr, un conjunto Inlinito 
de p.a.r. de primer orden sobre 2=+ | y dos p.l.r. sobre z=00, llmw=0; 


Zo 
z=0es un polo de primer orden para todas las ramas, a excepción de una). 
1176. 2=+i son p.l.r. y lim w=0oo; 2=0 es un polo de segundo orden para 


zo + 
todas las ramas de la función. 1177. Las superficies w(z) y 2 (w) son las mis- 
mas que tlene la función logarítmica (con p.l.r. sobre O y el co). La translor- 
maclón se obtiene fácilmente empleando la representación paramétrica z=e', 
w=e", 1178, La superficie de Riemann para w(z) es de inlinitas hojas con 
un p.l.r. sobre cada uno de los puntos z=a, y z=b y con dos p.!l.r. sobre 
z=00. La superllcle se obtiene pegando un número inlinlto de hojas del z-plano 
con cortes que van de fos puntos 2=a y 2=b al oo. Estas hojas corresponden 
a las ramas unilormes de la lunción w+2xin (n=0, + 1, +2, ...). Al re- 
correr los puntos z=a y 2=b estas ramas se translorman sucesivamente una en 
otra, con lo que queda determinado el carácter de pegadura de las hojas. 
1179, La superficie de Riemann para w(2) es de Inlinitas hojas con un p.l.r. 
sobre cada uno de los puntos z=a, z=b, z=C y con tres p. 1. r. sobre z=00. 
La construcción es análoga a la anterior. 1180. La superlicie de Rlemann para 
w (2) es de infinitas hojas con un p.l.r. sobre cada uno de los puntos z=*x 
(2=0, +1, +2, ...). A título de hojas se pueden tomar z-planos con cortes 
que van de los puntos 2=kRx al co (a lo largo, por ejemplo, de las semirectas 
verticales), Dos hojas se pegan simultáneamente a lo largo de todos los cortes, 
por un lado, igual que al construir la superlicie de la lunción logarltmica. En 
el 0 se tiene una singularidad trascendental que es el limite de los p.!l.r. 
1181. 1) w(z) representa una función analitica única en cada parte conexa de la 
superficie de Riemann de la función [=p (z) sobre el z-plano, a la que corres- 
ponde una parte conexa de la superlicie de Riemann de la función inversa 
2=Q-12(L) sobre G,; 2) w(2) representa una función analitica única en cada 
parte conexa de la' superlicice de Riermanm de la lunción ¿=q (2) situada sobre 
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G, (es decir, sobre el recinto G. trasladado al z-plano); 3) lo mismo que en el 
punto 2). En el caso particular," Indicado en la condición del problema, w (2) 
representa sfempre una función analltica única. 1182. w(z) se compone de dos 
funciones analíticas + z. 1183. w(2) se compone de dos funcfones anallticas 


2 m 2nL 
+29. 1184. w(2) se compone de p funciones analíticas ox laa a 


p=m.c.d. (m, n) 2=0, l, ..., pl; m=>, m=3,) . 1185. w= (2) se 


z 2n1 
compone de n funciones enteras we” lo=e”?, E=0, l, ..., pl 


1188. E es una función n-vajente con p.a.r. de orden n—1 sobre 2=kx 
(k=0, + Í, ...). Enel o tlene un punto singular no aislado que es el limite 
de los p.a.r. 1187. w=nLnz+2nx(k (2=0, l, ..., n—1); hay n diferentes 
funciones analíticas. 1188. w/(z) se compone de las funciones 242114 (k=0, 

» +«)). 1189. Una función Infinftamente valente con p.l.r. sobre 2=0, 
+1, 0. 1190. w(z) es una función analítica Infinitamente valente con un 
p.l.r. sobre 2z4=2Uk (£=0, +), ...). En el oo tlene una singularidad no 
alslada, que es fímite de fos p. 1. r. La superflcle de Rlemann de la 
función ww (z) es simplemente conexa y se obtlene pegando un número Infinito de 
hojas del w-plano con cortes (sin puntos comunes dos a dos) que van de los 
puntos Za al oo (dos hojas se pegan a la vez lo largo de todos los cortes, pero 
or un lado determinado de los mismos). 1191. La superficie de Rlemann es 
a misma que en E Ae 1190, sólo con p.l.r. sobre 2=kx (2R=0, +1, ...). 
1192. La superficie Rlemann es la misma que en el problema 1190, sólo con 


p. 1. r, sobre 4 (B=0, + 1, ...). 1193. w(z) se compone de las funciones 
+242x (R=0, + 1, ...). 1194. w(z) se compone de las funciones z-+kn 
(f4=0, +1, ...). 1195, 1) Sean n=2, n=%, r=nn=2 fracclones 
Irreduclbles y sean p=m.C.d. (my, 13) y q=m.c. ¿. (my, ny). En estas condl- 
clones, (2"+)" ¿e compone de p diferentes funcfones anallticas n-valentes, Iguales 


a wtz, o=e”, £=0, l, ..., p—1, mientras que (2"*)”: se compone de q 
2d 
tunciones w$2", 0 =e”?, k,=0, l, ..., g—1. Una de ellas, a saber 2"; 


. 233 sy2 
slempre pertenece a ambos casos. En particular, l 3 J7- +2, (, > ) 3= Y Te. 
2) Sean n= R n= ¿r=n+ n== fracciones irreducibles y sea p==m.c. d. 
1 2 


(111, 5). En eatas condiciones, 2122 se compone de p diferentes funciones ana- 
E + 


Iíticas n-vafentes, Iguales a w0*zr, net, donde p,==m.c. d, (mana + mana. pp» 

=>. m2, k=0, l, ..., pi—l. 3) Sea p==m.c.d. (n,, ny) y sea 

N:=m.c.m. (1, ny) = . En estas condfcfones, w (2) se compone de p dife- 

rentes funciones analíticas N-valentes. 1196. Sean N ==m.<. m. (m, n), p=wm.*. d. 

min ”) y sea da En estas condfclones, 
Pp m'n y 

w(z) es una función analltica N-valente única que tíena y. a. r. de orden 


na 


(m, n), q=m.c. d. 


n—1 sobre z=0, Y p.a.r. de orden m—1 sobre z=1 y E p.a.r. de orden 
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v—!| sobre z=0. 1197. Una función analítica nm-valente que tlene un p. 8.5. 
de orden n—1 sobre z=1, n p.a.r. de orden m—| sobre z=0 y un p. a. r. de 
orden mn—|l sobre 2:=00. 1188. Dos distintas funciones cuadrivalentes que 
se diferencian por su signo y que tlenen la misma superficie de Rlemann que 
la función Vz. Cada una de estas funciones tiene una rama para la cual el 
punto z=| es un polo de primer orden. 1199, Una función Inlinitamente 
valente con un p. a.r. de orden n—| sobre z=1 y con n p.l.r. sobre cada uno 
de los puntos 2=0 y z=00. Para construlr la superflcle es preclso pegar n 
superficies de Ln z con el corte (1, 00) en una de las hojas de cada una de ellas. 


Las curvas p"senn8=kRx (k=0, +1, +42, ...) dividen el w.plano en recintos 
corr pondlentas a los semiplanos y <0 (en la flg. 89 se representa el caso n=2; 
t=uf es un plano auxlllar). 1200. Una función infinitamente valente con un 
p-l.r. sobre z=1 y con un Infinito número de solamente p.l.r. sobre z=0 y 
z= 0. La superficie de Rlemann se obtlene pegando un número Infinito de su- 
pesficles de Ln z con el corte (1, 00) en una de las hojas. La superficie tlene 
sobre z=0 y 2=o00 sólo p.l.r., en cantidad Infinita, y sobre 2=1 tlene puntos 
singulares y un p.1.r. Las curvas el sen v=(2£-+41) 1 y v=2%1 (k=0, +1, +2, ...) 


dividen el w-plano en recintos, correspondientes cada uno al z-plano con el corte 
—w <x«0, y=0 y con el corte adicional 1<x< wm, y=0 para los recintos 
que comprenden en sus Ironteras las rectas u—2%x (lIg. 90; [=e* es un plano 
auxlllar). * 1201. Una lunclón infinitamente valente con la misma superficle de 
Rlemann que LnLnz. 1202. La superficie de Rlemann es de Infinitas hojas, 
tlene un p.a.r. de orden n—| sobre z=0, sólo p.a.r. de primer orden sobre 
z2=->+1 y 2n p.!l. r. sobre z=00. Para construlr la superlicle hay que pegar n si1- 
perficies para Arcsen z con el corte [0, 1] en una de las hojas de cada una de el las. Las 


curvas n=" y p”cosn8(£=0, +1, ...) dividen el w-plano en recintos corres- 


pondientes a los semiplanos y<=0 (flg. 91, donde n=2 y ¿=w” es un plano 
auxlllar). 1208. La superficie de Rlemann se obtlene pegando un número Infl- 
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nito de superficies de Ln z con los cortes [o. al! y [e, co) en una de las hojas 


(las superficies de Ln z se pegan dos a dos alternadamente a lo largo de unc y 
de otro de estos cortes). La superficie tlene sobre z=0 y z=«wo un conjunto 


Infinito de p.1.r. y sobre =l y 2=€ tlene puntos singulares y una cantidad 


FIG. 91 


inlinita de p.a.r. de primer orden. Las curvas im sen w=cos u sh u= (2 + l)x 
y u—=F+hn (2R=0, +i, +2, ...) dividen el mepiano en recintos, correspon- 
dientes cada uno al z-plano con el corte —o—<x<o0, y=0 y con dos cortes 
adicionales MEG, y=0 y e<x<o, y=0 en el caso de los recintos, 


entre cuyas fronteras están comprendidas las rectas u—=>3 + En (flg. 92; [ =sen w 
es un plano auxlllar). 1204. Una función Infinltamente valente. Su superfície 


NS) 
SS 


FIG. 92 


de Riemann se obtiene pegando un número infinlto de ejemplares de la super- 


ficie de Riemann para la función Y z—1, provistos del corte a lo largo del rayo 
Ixe o. y=0 en una de las hojas. La pegadura se reallza igual que al 
construir la superficie de Riemann de la función logaritmica. 1205. Una fun- 
ción infinltamente valente que tiene sólo p.a.r. de primer orden sobre 2=0 
y 2 =o y dos p.l.r. sobre 2=1. 1206. Una función infinitamente valente 
con dos p.1.r. sobre 2=— 1 y con un número Infinito de solamente p. a.r. de 
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primer orden sobre 2=0 y 2=00. 1207. SI a=E, se tlene u=E Ln 2 + 


+ (ro, l,..., m—!), es declr, m diferentes funciones anallticas; si au 


es Irraclonal, se tiene w=aLnz2+2xik(kR=0, +1, ...), es decir, un número 
Infinito de diferentes funclones. 1208. Dos distintas funciones ana- 
lítlcas Infinltamente valentes con la misma superflcle de Riemann que la de Lnz. 
1209. Dos distintas funciones anallticas Iguales, respectlvamente, a 2Lnz2 y a 


2Ln(—2). 1210. 0=3+2m%, £=0, £l,.... w=3 +2 Arccosz; u=— + 
+ 2 Arccos 2. 1211. w=-3 ná (4 =0, +l,...) 1212. wi (Hna) 
(2=0, +1, ...). 1213. w.es una función iniinltamente valente con la misma 


superflcie de Rlemann que la de Ln Ln2 (véase al problema 1200). SI  =pe* = 

= Ln 2=In r + iq (p=Arg 2), se tlene w=e! LOC pel (nor 10278) Para f, (2) = 

=e0+1 Ino (0021) los conjuntos de valores frontera, indicados en el 

problema. representan, respectivamente: 1) y 2) la circunferencia |w|=e=*; 3) las 
n 3n 


clrcunferencias Jw|=e ? para p—-+o y [w|=e para p—— oo; 4) el 
rn rx 

anillo e ? <|w|<e 2 | Para los demás grupos de ramas se debe agregar el 
factor e-9*k (R=+1, +2, ...). 1214. Si ¡a|<1l, w(z2) representa en todos 
los problemas una función analitica; sl |a|=>1, la iunción se descompone en n 
de diferentes funciones anallticas en los puntos 1) y 3) y en un número Infinito 
de ellas en los puntos 2) y 4). 1215. Sl Ja| < 1, w(2) representa en ambos 
casos una función analítica; 'sl |a|=1, habría n de diferentes funclones analf- 
ticas en el punto 1) e Infinita cantidad de ellas en el punto 2). 1216, 1) Sean 


2=relb y [= =Lnz. En estas condiclones, :w(2) se compone de funciones 
anallticas multivalentes Iguales, respectivamente, a x (2)e! "P-9+25k (¡21 <1; 


e=V ir +? 8=arg (In 7 + iq), con la particularidad de que —ow <p<ow 
y 5 <0< 7: (R=0, +1, ...). Todas ellas tlenen un p.l.r. sobre z=0 y en 


una vecindad de este punto el recinto de indeterminación es un anillo (en par- 


3n rn 
ticular, el anillo x(0)e ? <|w|<x(0)e ? para k=0). 2) Sean 2—1=rel? 
y [=pe*=Ln (2—1). En estas condiciones, w (2) se compone de lunclones ana- 


llticas uniformes iguales, respectivamente, a x(2)e M9-9*2Bk ((21<1; 
e=VinNr+(6-F2rmi, 8=arg [Inr+1(p-+2xn)], con la particularidad de que 


F<P< > 0<0<2m (ko n=0, yl, ...). Para diferentes k y n resultan 
distintas funciones anallticas. Si existe x (1) = lim y (2), el recinto de indeter- 
21 


minación para 2—>1l es una circunferencia (en particular, la circunferencia 
Jw|=x(1)e-%), sie=n=0). 1217, 1) Si f (2) no tlene ceros de orden Impar. 

f (2) se descompone en dos funciones enteras. SÍ a,, az, ... son los ceros de 
orden impar de la función f (2), la superficie de Riermann para Y [ (2) es de dos 
hojas con p.a.r. sobre 4;, 83, ... y sobre el oo, sl f (2) tlene allf un polo de 
orden Impar. Sl f (z) es una función “trascendente, sobre 2=ow% hay dos puntos 
singulares esenclales de carácter uniforme, cuando f(2) tiene un número par de 
ceros de orden Impar, y un punto singular esenclal de carácter bivalente, cuando 
el número de estos ceros es impar o Infinito. 2) SI la función f (2) tlene ceros 
Ai, Mz, .... la superficie de Rlemann para Ln f (2) tiene sobre a,, az un p.l.r. 
y ningún otro punto. Sl f(2) no tlene ceros, Ln f (2) se descompone en un nú- 
mero infinito de funciones enteras que difieren una de la otra en sumandos de 
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tipo 2nki (E=0, +1, +2, .,.). 3) Sl f (2) tlene ceros, la superficie de Riemann 
para |f (2)]= es la misma que para PEE) (véase el punto 2). Sl f(z) no tlene 
ceros, |f(2)|" se descompone en un número Infinito de funciones ejteras que 
dlfleren_ una de la otra en factores de típo ela (£=0, +1, +2, ...). 
1218. El cfrculo |z|<1 de dos hojas con p.a.r. en los ceros de la función 
EJ 


> 2”! y, en particular, en el punto 2=0. 1219, 1) El cfrculo [2| < 1 de dos 
nui 

hojas con un único punto de ramificación para ¿=0 (parte de la superficie de 
Riemann para Y z, situada sobre el circulo [2] < 1); 2) parte de la superficle 
de Rlemann para la función Ln z, situada sobre el círculo |2|< f; 3) parte de 
la superficie de Rlemann para la función Lnz, situada sobre “el anfllo 


y <l2]<2. 


Capítulo 1X 


1222. 1) En el vértice Ay se tiene a, =0; 2) en los vértices A, y Ay se tlene 
A =%.=0; 3) en et vértice Ay se tiene 2, =0; 4) en los vértices” A. 4 A, se 
tiene %y =a¿=—1; 5) en el Vértice Ay se tlene a=-—2 y en el vértice As. 
%4=0; 6) en los vértices As, Ag y Ay se tlene ay =2,==0%,=0; 7) en el vér- 
tice Ay, se tlene a, =—2 y en los vértices AQ y Ag, d¿=%+=0; 8) en ef vér- 
tice Ay se tlene ax, =—2 y en el vértice A,, a¿=a—2. 1224. Es necesarlo y 


n 

A 1 1 A 
suficlente que di e (1 son números naturales o el 00) y que >. € 5) =2 
lo cual es peible sólo para n=4, slendo n,=ny=n¿=n,=2 (es decir, para 


R-1 
el rectángulo), y para n= 3; 


00 CINC 

1 o E Una franja 

2 2 Una semifraja 

2 3 6 Un trfángulo rectángulo 

2 4 4 Un triángulo fsósceles rectánguro 
3 3 3 Un triángulo equilátero 


n (w-a) 
1225, 1) w=! Inzpa, 2=e * (a es un parámetro real); z (w) es una fun- 


clón perlódica de periodo w=2Ai; ef grupo G es generado por ta transformacfón 
T (w)=w-+0w;, su recinto fundamental B se compone de la franja duplicada y 
de uno de sus fados frontera; 2) w=tiniti4a, ¿tE 02 (a es un 
parámetro resl); z (w) es una función lódica de perfodo W =2%ki; el grupo G 
y su recínto fundamentaf B son los mismos que en el punto f. 1226. w= arcsen z, 
2=sen w; 7 (w) es una función iódica de período W=2nx; el grupo G es gene- 
rado por las transformaciones T' (1) =w-+-0w y S (w)= —u; se recinto fundamen- 
tal B consta de la franja 0 <u <x y de las semirectas frontera u=0, u=11, 


284 


s 1 
2 Y (12) * dz, donde C=— 2; (B0.0= 
B(4. +3) 


vs 0, 1227), 1) w=C 


eL. 


1 
=S FP y dx es la Integral de Euler de primera especie) ; 2 (w) es una 
o 


vu 
función doblemente periodica de perlodos 2w y ae el grupo G es generado 


por las transformaciones T (w) =w-+ 2w y S w)=we *; su recinto fundamental 
consta de un triángulo duplicado y de dos lados frontera distintos; 2) w= 


16) 


1 1 
B(7: + 


PODER de períodos 2w y 2wvi; el grupo G es generado por las transformaciones 
w)=w-+2w0 y S (w)=iw; su recinto fundamental B consta det cuadrado de 
ado w y de dos lados frontera de uno de los triángulos que componen el cua- 


». y. 3 1 
=C fa *(1—2) * dz, donde C= : z (w) es una función doblemente 
0 


z s 1 
drado; 3) w=Cc(z 3 (1—2) * dz, dondo C= ; 2 (w) es una fun- 
o 


= "AE 


ción doblemente periódica de perlodos 2£i y 2£e *, donde A= q 


anu 


es generado por tas transformaciones de rien S (2) we >; su recinto 
fundamental B consta del triángulo duplicado y de dos distintos lados frontera. 
1228. El “trlángulo” con dos vértices en los puntos w=0, w=d=8 (au, P, y de 
ángulos nu, rf en estos vértices, Si a+P<1, el tercer vértice es finito; si 
a+B=>1!, el tercer vértice es encuentra en el Infinito; sl a+f=t, se tiene 
d= y el “triángulo” toma la forma de una franja oblicua sí a x f; en 
el caso en que a-+P=2, los lados del “triángulo” que parten de los vértices de 

n(a—1) . 
sen n (a —1)” 


si a=p=5 , el “triángulo” representa el exterior de una Iranja recta (fig. 93). 


ta base son paralelos, están orientados en direcclones contrarlas y d = 


2) El “triángulo” con un vértice finlto en el punto w=0, de ángulo xa, y con 
dos vértices en el o. Dos lados del “triángulo” representan rayos, que parten del 
origen, y el tercer lado es NY o distancia hasta el orígen de coorde- 
. sen n$ TP (a) T (P+1) 
nadas es igual a Á= EX 
h PB T(+p) 
véase el libro de W. Koppenfels Y F. Stallamann, N* 13.2, indicado en ia 
pág. 158). En el caso, en que «=Í, se obtlene una franja de anchura n; en el 
caso, en que a +f$=1, dos lados son paralelos y AÁ=x%; en el caso, en que a =2, 
se a semiplano con un corte a lo largo del semleje real posltivo y 
sen a 
JE 
B(8+1) / 
fig. 93). 1229. 1) Véase la fig. 94, l; w=w(l)=— ín (5-2) ¿1,2 0(A); 


. (Acerca de cálculo de la magnitud Á, 


, en particular, A=4, sl P=—-35, y h=n, si B=—l (véase la 


1! Los esquemas de los recintos fundamentales se indican en la fig. 62. de 
la pág. 230. 
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2) véase la fig. 94, 2; w; == w (A). 1230. 1) w=2 farcsen Y 2— (1—22) Y 2284; 


2 w=-= 2 tarcsenV7— Vaj; 9w=t (1 LY dep 


== no 4) w—=*% (arctg Y z+arth 725/72); 8) w=ia(— A 1) 
a dz A 2 > 
1231. 0 y: si: 0=£L, se tiene w= Lx 
1 
E avi 
x UN -£). donde EN PO MEA 
NN Lp! ap! 7 | T 
Y epa Sap 
S 
apt 
UN e S 
2-2 a-2; pa 
a —1y9 P a 1P Y! 
nf (t Jas, si0=2, se tene u=7|- 7 +2 Px 
1 v= 
1 


xin (1 3). donde í y £, tlenen los mismos valores que en el punto 1), 


1292. Wwe +, donde =- (+73) 1 


2h 
1233. w=X 


Xx (VE=1 4 arcsen—). 1 2 f (9-1 (1 —1%)-" dí. 


B(3. Ia) ¿ 
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2 z h z 2 
1235. 1) o=2(1 arctg vo +harth V )» donde a= Iba 


2 z h 2 A A 
2) (1 lt a) donde a I+ 


z — 

3 =C _ Vía donde C, b determinan en las ecuacio- 

) w Vaina lo: aybse ina a acio 
o 


A>! 


INN 
NN 
SE 


FIG. 94 
¿Lp Va a Cao > 
ra ar nara 6 m- 
d á Lo 
Si EEE ó 7 $ d—e» nd 2) w=c EA d+ tl, c=C= 
E : 
Se ni A 2 
n sen — 4 
=> E 1237. 1) e Fuera 2) == 
Bata: y) 5) 
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1 - A e 7 
11)? (140) r(75) 
ce atar? d4+l, cal 1238. En una 
: r(15)r (+) 
estrella poligonal de ángulos n—q A y n+4x alternamente, de centro en el 
origen de coordenadas y con un vértice def primer tipo de ángulos en 


gar) r (E sen HUM 


el punto (e 1239. w= 


xn 
sen — 
n 


, 
ant 
n 


“a 
x (2 )) dz, si n=2m-+l, donde C= 


1) rn E) 


o A 


am ey Cy =-—21.2 ". 1240. Los parámetros se determinan, 
mediante la ecuación (3) para bz. de las Igualdades Fa da (k=1, 2, ..., n) 
y de la dirección de uno de los lados de la estrella, Uno de los valores a, se 


— (99 (2. |y%a—-2 
escoge arbitrariamente. 124f. A rd a 
1243. Los parámetros se determinan de los valores de 15604 y 1f(d)1 que se 
conocen al indicar P y la dirección de uno de los lados de P. Tres parámetros 
(ag. bi cp ds) es escogen arbitrariamente. Si uno de los parámetros 
Ga o cy es igual al 00, las relaciones (4) y p permanecen válidas si se omite 
el factor y el sumando correspondiente a este parámetro. Si es Igual al eo uno 
de los parámetros b; o d,, las relaciones (4) y (5) permanecen sin alterarse. 

= % (z—1)% Z a (1—b)- 44%; 
1245. — w=C(24+1)%(2—1)=, C=k(b4 1) (18). ba. 


—al == KR 
1246, w=C Y az C=V RH, a= V 2. 1247. 9=C1-M (2— 1)1, 


a TEE 0 0 VR (FEE) (ES 


donde a y b se determinan del sistema de ecuaciones atibm= + , 
LN 1 1 2 

atra = vi , Qi (5-4) =0 (5-»)- 1249. 1) w=[T (2) 7. donde 

Tn => [+ VW —T)"+(2— Y 24—T1)”] son los polinomios de Chébyshev; 


nu E (2) cel 


A 1250. Los parámetros se determinan de los valo- 


n 

res de Ref (b;) y Refíd,] que se conocen al indicar P y la dirección de uno 
de los lados de P. Tres parámetros (ag, by, C/, da) se escogen arbltrariamente. 
Si tino de los parámetros az O cy es ap al o, las relaciones (6) y perma- 
necen válidas, sl se omiten Tos sumandos correspondientes. Si es Igual al o uno 
de los parámetros b; o d,, las relaciones (6) y (7) permanecen sin modificaciones 


nues la respuesila al problema 1243). 1251, Los parámetros se determinan de 
los valores de Re f (0) Y Re sen. Tres de los parámetros 4, bp, cy, dy se 
escogen arbitrariamente, En la fórmula (10) se escogen arbitrariamente dos de 
los parámetros az, Dj, Cf, da. 1252. Los parámetros se determinan por los valo- 
res de Re f(b;) y por la posición de uno de los lados de P. Dos parámetros se 
o pa arbitrariamente, 1253, Los related se determinan por los valores 
de Ke f (b;) y Re 1er Y por la posición de uno de los lados de P. Tres pará- 
metros se escogen ar f arlamente. En la fórmula (11) se escogen arbitrariamente 


dos de los parámetros correspondientes a los vértices. 1254, 1) ue. In (2414 


+% 1 (21946, 


h, _ Ay _hi—h, e _A 2 
C=—3 In (641) In (1—b), >= A+ 2 w=2In(2—=14 
+% m2+40, 
cs mm 1% -V 2: =% 1 244 
C nl 5%—2 Inb, b= + 3) w ió EE 
+% in E. Los parámetros a, y az se determinan de las ecuaciones 
—:%8 


FIG. 95 


1 1 i 1 
abtab=e-", h, (¿-2)=% (5-4) 54) w=f E (2+2)). donde f (2) 
es la transformación del punto 3); 5) w==z In T, (2), donde T, (2) son los poli- 
nomlos de Chébyshev (véase la respuesta al problema 1249); 6) w= 
=2 m(-0+2 7) 4 Az, A» donde b se determina 
b+1 
b—1 


A=3; y a se determina de la ecuación Ina+ + (a-7)+4=0. En parti» 


cular, sl d==0, se tiene a=1; 9) w= +1 —a)+ +42 + const, donde 


de la ecuación In + =4; 8) w= in (24 1)— Az* —2-+ const, donde 


_ h _ h 2 I—a,2_xd 
io=z C=3m (U—4 ) y a se determina de la ecuación In aa A" 
En particular, si A=0, se tiene a=0, A=c=£. 1255. La correspondencia 


entre los planos u, z, y q se indica en la fig. 95. Los afijos de los puntos C 
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+4 
E 


plano u le corresponde en el plano z la e deradio VE (véase. 
por ejemplo, el llbro de H. Bateman y A. Erdélyl. p”. 13.25 mencionado en la 
z 


y C' en el plano q son iguales a + F+ in . Al segmento punteado del 


d: w 
pág. 173). 1258, ol , 2=sn (h e), donde A y k 
ó 


Y 


se determinan de las relaciones Ez, a=miK. 1257. Véase la figura 96. 


1258. Véase la figura 97. 1259. La transformación del z-plano en el plano u 
se indica en la fig. 98 (el v-plano que aparece en esta figura se refiere a la 
respuesta al problema 1260). 1260. La correspondencia entre los planos z y w 
se indica en la figura 98. Las expresiones para / y Á se dan en la tabla /. 
(véase la pág. 292). 


FIG. 96 


Ly 77 


LAN, 


FIG. 97 


1261. Solución. Para determinar los parámetros C,, %k y b tenemos tres ecua- 
ciones: 1) w(1)=a, es decir, C, [(4%6%—1) K + Ej=a, 2) w (1) =w (;). es de- 
cir, (k39%— 1) 7 al (K+iK)+E+1(K'—E') (véase la sugerencia 
al problema_ 1260), 3) w(b)=w(l)=ih. De la ecuación 2) obtenemos 


+ e Introduciendo esta expresión en la ecuación 1), encontramos 
Ci PXESHTE] «e, es decir, Cy E (véase la fórmula (10) de la 
pág: 176). 
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y Esa 
. y y: 
3114 


O 


q 


y] E K'— E' 
1 1 


z ES q (E — 9) 
Y E, K-—E 

A IS 
E IC ES 
Sl E 


Entonces, para determinar %, obtenemos de 3) la ecuación trascedente 


kn E Ry ol Er 2) E (a+ 1h)» Los detalles de 


k” 
la solución y los gráficos para la determinación de los parámetros véanse en el 


O 


io 


FIG. 99 


libro: A. Betz, Konforme Abbildung, Berlin, 1948. 1263, Los casos 1), 2), 3) 
y 4) están representados. respectivamente, en figuras 99 y 100. En todos los 
casos para poder hacer comparaciones, se da la transformación en u-plano que 
realiza la integral eliptica normal de primera especia. La prolongáción de la 
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FIG. 100 


FIG. 101 


transformación del primer cuadrante / del 2-piano según el principio de simetria 
lieva en el wplano a una penis con una cavidad rectanguiar de anse los recin- 
tos 1411 de la figura 99, 1), 2), a una tranja con un saliente rectangular 
(véanse los recintos /+// de la figura 100, 1), 2), así como a otros recintos 
celgunos de los cuales se indican en las figuras). Las dimensiones principales H, 
ft, h que aparecen en estos casos véanse en la tabla TI. Observemos que, susti- 
tuyendo z por 1: 41224 £'22—|, se puede reducir el segundo caso al primero 
y el cuarto caso, al tercero; solamente en los casos 2) y 4) aparecen entonces en 
lugar de v, k las magnitudes v'=-— y 
ras se obtendrán de las w-figuras de los casos 1) y 3) mediante transformaciones 
lineales enteras con coeficientes de dilatación 


(long) _ _ R%4+w (long) _ 494 v 
(long) RT? (ong)a 2? 


S k'2, E y las correspondientes wfigu- 


(los fndices corresponden al caso). Para los casos v=—] y v=-—k% en la 
figura 101 se da la correspondencia entre el u-plano y el wplano. Haciendo uso 
de la tabla //, encontramos para v=—1: 

Po PE sn u dn u _ A 

=p E UE a] =—- $ E € u, 7) 


(2 (E—4K), n= (E—48K") 

y para v=—k2: 
8 _¿pasnucnu 
“= ES R —dñnu ” ] , 


! » ¡ 
E =E) H == E- 


1264, Solución. De la condición A >0 se desprende que ez, ez, eg son rea» 
les y diferentes y que ga >0. Aceptamos que ez > ez > €z. El semiplano supe- 
rior Im 2 >0 se trans orma en un rectángulo de vértices 0, 0, w—0”, —0w” 


(se considera que Im 5 >0 . Correspondientes a los pontos 0, €y, €y, €g. 
A las líneas medias del rectángulo corresponden dos semicircunferencias (fig. 102): 
a primera de centro en ei punto ez y respecto a ella e, y e, son simétricos (de 
modo que su radio es Y (e, —es) (€, —es)) y ia segunda de centro en ei punto e, 
y respecto a eila son simétricos e, y es (su radio es Y (e, —€s) (ex —e3). Prolon- 


gando la transformación fP (w) según el principo de simetría, obtenemos los se- 
miperfodos w y w* de esta función: 


j dx 
O == . 
; V (x-—€1) (1— es) (x-—€9) 
e 
A 
o =i | dE 


2, VU lea 2) (03 —x) 
Considerando la figura 102, encontramos las relaciones 


P (0) =e, +, Pu, 
Ñ (E 2,2) tes 


Tabla 1 


Tae 


-Pycd 


(9,4) 


Aden 
pb E) 


M, 11,8 


po 
pra ls ¿Ke 


1 
| ny 
ple) 


| 
—(K-E 
y 


Ottwcoción, En lo columns «llas Integrales se entienden en el sentida del valor principal Además 


AH 


| "pap 


Si es > 0 se tiene e <e<0<e, y o<]lo'| (ya quee ¿<*R' y. por con- 
igulente, K<K') si £4<0, se tiene e <D<*,<e, y, por consiguiente, 
w>[o']. Si gs=0, se tiene e¿=0, e¿=—e, y 0=]0 ki n este caso la 
transformación es simétrica además respecto al eje vertical. A todo el z-plano 
con cortes (— co, £y), [£,, 00), [0, ¿ 00) le corresponde el triángulo (0, 20, 20”), 


: 


FIG, 102 


que forma la mitad del paralelogramo de periodos (que se ha convertido ahora 
en un cuadrado) (fig. 103). Observemos también que, siendo €,, € €s 
(€, +€z +02=0) arbitrarios, a la mitad del paralelogramo de lodos le corres- 
ponde el z-plano con cortes, en general curvílineos, que salen de e,, €z. es y van 


FIG. 103 


al co (véase esquema de la fig. 104). 1265. Solución. La transformación prin- 
cipal se Indica en la fig. 105. Se obtiene de la transformación del sericirculo 11 
aplicando el princíplo de simetría. Observando que dw = PARES. MEP 

— Y (2—e1)(2—e3) (2—€9) 
y tomando Arg(—l)uz+an, obtenemos Arg dw= + n+ Arg dz — 


3 
+ y Arg (2—84), de donde se desprende que Arg dw toma en los lados del 
k=1 
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“rectángulo” PBMC los valores + o, + — an, respectivamente y esto 
lleva a la transformación indicada en la fígura 105. Así, por ejemplo, sobre el 
arco PÉ tenemos (fig. 106) arg d0=—2+ (9,+ 7 7 (1 +40) =— 


ZE JM ml huma MIDE TN etc. Para determinar los semiperlodos conjuga- 
2 2 pe 
dos w y w” de la función f$P (0) tenemos: 


A A 
y VE 6) e 


A j A a e 
2 y, Ve — (4 —x) (6) —x) 


St g=0, resulta que ey, €2, es son vértices de un diendo equllátero y que el 
paralelogramo de periodos tiene la forma de un rombo de ángulo 60? en el cero, 


FIG. 106 


sl Ea < 0 (en este caso ey < 0), y de ángulo 120” en el cero, si gy > 0 (en este 
caso € > 0). En ambos casos la mitad del paralelogramo de períodos corres- 
ponde al 2-plano con cortes simétricos radiales que salen de los puntos €;, €y, € 


(véanse las figuras 107 y 108). 1286. 1) w=— p[£2). los semiperiodos 
1 

p' (2 =, E A 

son (o, fo; 2) w== = + los semiperlodos son o=he " * y aú=he *, 


218 1% 


se 
donde tm E, 3) v=2 2, los semiperlodos son los mismos que en el 
2 


ru 
1267, f) z=sn(u, £) Wer, ln p=21 Ey: ¡Reu[<K, [Imu[(<K'; 
2) la transformación es la misma que en el punto 1), pero O<Reu<K, 
¡Imuj<K"”, Inp=x hr: 3) se reduce a) punto 1) mediante una translorma- 
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Yi-Ya-1 donde A=(a, b, c, d) es la razón an- 


clón !neal; en este caso, k= ó 
Vi+Vi—1 
armónica de los puntos indicados; 4) se reduce a punto 3) mediante la transfor- 
ru 


mación t=V 224%; 5) 2=sn(u, K), w=iPX mia= E; —3K < 


e y / 


e 
Q 


IN 
FIG. 107 


<Reu<K, 0<Imu<K'; 6) se reduce al punto 5) mediante la transforma- 
ción 1=V1FZ; en este caso, k=c08s0; 7) la transformación es la mísma 
que en el punto 5), solamente en un caso es 0 < Imu < 3 K. y en el otro 


Ñ 


yd 


Y 
Y 
: 


FIG. 108 


se tiene y K'< Imu<K' ma=H dh: 8) z=ksn? (u, k), w=e 


K' 
Inp=x K*' JReu|<K, 0O<imu<K'; 9) la transformación es la misma 
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que en el punto 8), solamente en un caso se tiente 0 < Imu< E, y en el 


otro caso se tiene 7 < Imu<K',; mL; 10) se reduce al punto 


8) mediante la transformación f= da en este caso, ==; 11) se 
Vi+p ne 


i—z 
l+z 
k =sen 2; 12) se reduce al punto 2) mediante la transformación f=-—i sen 2; 


2 
en este caso, E de 13) se reduce al punto 7) mediante la transformación 
2 


f=senz; en este caso, k=costh H; 14) se reduce al punto 5) mediante la 
transformación f=senz y una transformación lineal sucesiva; en este caso, 


VA—Vái-1 ho sen B) (1 sena) 15)  2= 


reduce al punto 7) mediante la transformación t= ; en este caso, 


=> , donde =, 
Vi+Vi-1 2 (sen $ —sen a) 
= lil , 
=C [20422] , w=e XK, m p 21 » donde £ se determina de 
_ a 2_E _t—cenu : 
las ecuaciones Z (B) tga=>p2+ dn? f = k* 1268. t= 7 . Los vérti- 
ces K 4 ¿iK”, —K 4 ¿K" se transforman en los puntos e+!%, —et!% donde 


cosa =k. 1269, Se reduce al problema 1268 mediante la transformación 


2K 
u == arcsen z. En este caso, k se determina de las ecuaciones 


K' 
e 
XK__! =VYVa—1T == l—dnu 
q=e 7 5) A donde b a l. 1270. £ Ena? donde 


aL arcsen 2, |Reu]<K, jIimuj<K'. El parámetro k tiene el mismo 


valor que en la respuesta al problema 1269. Los focos z=w4.1 se transforman 
en los puntos + -=7. 1271. 1) 2=C AA q Aena, 
e ER? d A 


2) 2=C [2(0+2k70] A pm, 3) 2=z [Et (5894 %u+ 


+ anna . Sobre la determinación de las constantes véase el Jlbro menclonado 
en la respuesta al problema 1261. 


Capítulo X 


1272. Un movimiento de traslación de velocidad Y=a— if. En el oo se 
tiene un doblete de momento p=2xc. Las lineas de corriente son Bx-+ay=C; 
las líneas equipotenciales son ax-—fy=C. 1273. En el punto z=0 se tlene un 

unto crítico (punto de ramlítcación) y en el oo, un multiplete de orden 2n (que 
también es un punto de ramificación); las llneas equípotenclales son r” cos np=C 
las líneas de corriente, rsen np=C (2 =re!'?); Y=n28-1, 1274. En los pun- 
os 2=0 y 2=00 se tlenen manantlales-torbellinos: (0; Q, T'), (0; —Q, —T); 


las lineas equipotenciales son In r=— +0 y las líneas de corrtente, Inr = 


=2o+4c. Ambas famiilas de llneas representan espirales  logarítmicas; 
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en los casos en que P=0 o Q=0, una de estas famillas son las circunferencias 


ñ A Q,= 
r==C y la otra, los rayos p==C. La velocidad es y=15tal, RO y 
X (z=relt). 1275. En los puntos a y b se tlenen manantlales-torbellinos: (a; 


FIG. 109 


Q, T). (b; —Q, T); las líneas del campo son espirales logarltmicas alrededor de 
los puntos a y b (fig. 109); In p=—¿0+C son las lineas equipotenclales 


y Inp= ]-0-4+-C, las lIneas de corriente (=3=0en). La velocidad es Vm= 


r—i0 a—5 : 
"5637" 1276. En el punto ¿=0 se tiene un doblete de mo- 


I 
El 
| O 
1 
Í 


io 1 
FIG. 110 FIG. 111 


mento p=2x; r==C cos y son las llneas equipotenciales y r=C sen p, las líneas 
de corrlente. VE, Ve=0. En los puntos 23-i la velocidad es igual a 


A. 1277. 1) y 2) En los puntos 0 e oo se tlenen dobletes de momentos 
3) 2HR? y 2x (el signo superior corresponde al punto 1) y el inferior, al punto 2)). 
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2 
Las líneas del campo son curvas de tercer orden: x 4 A =C son las lineas 


a 
a ¿=C, las lineas de corriente. vu pes, 
V.=1. Los puntos =3-R para el punto l) y los puntos 2= + Ri para el 
punto 2) son criticos (véanse las figuras ¡110 
y 111). 1278. En el punto z=0 se tiene 
un cuadriplete; 12 =C Cos 2q son las líneas 
equipotenciafes y r*=Csen2q, las lineas 


equipotenciales e y +F 


de corriente. =—Get, y==0 


(Gig. 112)». 1279. En los puntos -+ 4 
se tienen manantiales de potencia 21 y en 
el o, un manantial de potencia —4n. Las 
lineas equipotenciales son las lemniscalas 
123—a%]=C y las lineas de corriente son 


las hipérbolas x? —= xy —=ai que tie- 


nen su centro en el origen de coorde- 

nadas y que pasan por los puntos +4. 
i 

des rl Vara =i7 el orlgen de 

coordenadas es un punto critico (fig. 113). 

1280. En los puntos Ea, + al se tienen 


FIG. 112 manantíales; (+a 21), ES: —2x); 

y8 4+Ca?r2 cos 2p 4at=0(| 

líneas equipotenciales (entre ellas figuran también las rectas y = 3 x); 16 + Carrtx 
xsen 2p—at=0 son las lineas de corriente (entre ellas figuran tambien los ejes de coor- 


denadas). V= haz? 
zi 


, Ve=0, el punto z=0 escrítico (fig. 114). 1281, En los puntos 


a go Lo . 


o 


DA LL LN 


+) 1,0 y en el 00 se tienen manantiales: (4-1; Q), (0; —Q), (00; —Q); las líneas 
equipotenciales son 14=C+42 008 2p(C > 0) (para grandes valores de C 


ellas se aproximen a las circunferenclas r =Y C y r= 77) las líneas de co- 


2) Aquí y en lo sucesivo la corriente simétrica respecto a los ejes de coor- 
denadas se indica sólo para el primer cuadrante. 
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rriente son f == y E (a ellas pertenecen también los ejes de coordenadas 


2 A | al = 
y la circunferencia r=1). V= 27 ¿0 » Va =0. Los puntos 3-1 son erl- 
ticos (flg. 115). 1282. En los puntos + ¿, Ú se tienen manantiales: (4-[; 25), 


FIG. 115 
(0; —4n); las lineas equipotenciales son Crt—2r? cos 2g—1=0(C > —1) (para 
C=0 se tlene la hipérbola Pez): las lineas de corriente son r= 


= VE sen 2—cos 2p (para C=0 se tlene la lemniscata de Bernoulll) y a ellas 


FIG. 116 


pertenecen también los ejes de coordenadas. V=— , Vo=0 (fig. 116). 


2 
1 z(2+4- 1) 
1283. En los puntos Y +1 se tienen manantiales de potencia 2x, en el punto 


z=0, un manantial de potencla —4n y en el oo, un manantial de potencia —4x; 
+ =02 cos4qp (C >0) son las líneaa equipotenciales (que para C < 4 
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constan de cuatro y pera C > 4 de dos componentes; para grandes valores de C 
ri— 1 
ri+l 
líneas de corriente (8 ellas pertenecen también los ejes de coordenadas, las blsec- 
a] 


son “casi” las circunferencias r = Vec y 77) tg 2p= Cc son las 
C 


trices de los ángulos coordenados y ia circunferencia r=1). V=2 FT , 
V=0. Los puntos 1, $1 son criticos (fig. 117). 1284. En el punto be 
tlene un manantial (0; Q) y en el punto z=w un doblete y un manantial (co; 
T 
=(C-ax) 
—Q) p=e2 — xy son las lineas equipotenclales (en coordenadas polares: 


c- 
Q ETA 
ar cos P+ 37 Inr=C)]; r=— son las líneas de corriente; las llneas de 
asen 
Q 
c C= 7 
corriente tienen asíntotas horizontales: Yx-— +00 > gs Uam 4? ¡V= 


map22, Va=a; =-2 es un punto crítico (fig. 118). 1285. En el 


punto z==0 se tlene un torbellino (0; T) y en el os un doblete y un torbellino 
e 
Col 


2: 
(00; —T): las líneas equipotenciales son ATTE las lIneas de corrlente 
4 


Tr Ei] 
tay-C) 1 
son xtmer Y —Y (ar senp— E =0); V=a+ 0 (9-5), Vo=a; 


== es un punto crítico (flg. 119). 1286. El fluldo circunda una circunfe» 
rencla de radlo R; Vo =a, la circulación es T'; los puntos críticos se determinan de 
le Igueldad 22,312 (P/E V TOBA RITS. SIT < 4maR, se tiene | 207] =R.es 


decir, ambos puntos criticos se encuentran sobre la circunferencia |2|=R; sl 
T=4xaR, los puntos críticos se confunden; sí TI > 41aR, se tiene [Z,, | > R (el 
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undo punto crítico se encuentra en este caso en el Interlor de fa circunferencia 
E =Ry Véase, por ejemplo, [2, cap. 111, n*, 49). 1287, w(2) =Ve-le g 4 


” , 
Ta4+i Es 
+Y A mn (a. En el co se tlene un doblete de momento 2xYg-l2 
fl 


A 
y un manantlal-torbellino de potencia %=2, Q4 y de Intensidad Tu 


> 1 
=- 2 T¿. 1288. 1) No; 2) sí; 3) si (po. ejemplo, la corriente + Lin 


tiene líneas de corriente que salen del orlgen de coordenadas). 1289. Una trans- 
formación conforme unlvalente transforma un manantlal-torbeffino en un'manan- 
tial-torbellino de las mismas potencia e Intensidad. Un multiplete se trensiorma 
en un conjunto de multipletes de hasta el mismo orden inclusive. Un doblete se 
transforma en un doblete con la sigulente ley de variación del momento: 1) (a; 


p) > (a; pcs), 2) (co; p) > (a; pe-,), 3) (a; p) + (e: 2) > Ao; (a; 2) Ñ 


1290. Una transformación conforme n-valente transforma un manantlal-torbellino 
en un manantial-torbelllno de potencia e intensidad n veces menores, 1291, La 
ley de variación de un manantial-torbeltino (a? es el punto simétrico de a) es: 
(a; Q; T)-—>(a*; Q, — T) pera el caso de una línea de corriente y (a; Q, yo 
— (a*; —Q, T) para el caso de una linea equipotenclal. La ley de varlación 
de un doblete es más ra En el caso de una línea de corriente recta se 
tlene: (a; p) — (a*; p'), donde los vectores p, p”, trazados por a y a* respectl. 
vamente, son simétricos respecto a la linea de corrlente. En el caso de una 
R_ 
linea de corrlente circular |2|=R, se tlene (a; p) — (es; 3 7) ¿saxo 


y la p— (o; E) ,sla=0, En el caso de una linea equipotencial recta o circu- 
RI -— » 
lar se tene as py (ai 0 (09 (en 8). 00 (0 a) 


respectivamente y con la misma denotación. 1292. 1) En todos los casos las singu- 
laridades de la corrlente deben ser simétricas respecto a la circunferencia Iz]=R 
(véase el problema 1291). En particular, los ejes de los dobletes, pertenecientes a esla 
circunferencia, deben ser tangentes a la misma. La suma de las potenclas debe 


1 ” 
ser igual a cero, para lo cual debe ser ZU +70, donde Qz es la 


potencia de los manantiales del interlor de | | =R y Q; es la potencla de los 
manantiales pertenecientes a |2|=R. Sobre j2|=R no debe haber forbellinos; 
2) Las singularidades de la corriente deben ser simétricas respecto a la cireun- 
ferencia |z]=R. En particular, tos ejes de los dobletes, pertenecientes a | 2 | =:R, 
deben ser ortogonales a esta circunferencia, La suma de intensidades debe ser 


igual a cero, para lo cual tiene que ser Er, + + Dr; = 0, donde Ty son las 
intensidades de los torbellinos del Interlor de |z|=R y T7 son tas intensi» 
dades de Jos torbellinos sobre |z|=R; no debe haber manantlales sobre | 2 ]=R. 


1293. 1) w».=Vz+c€ (c es una constante); 2) wm In 2 465 3 wu= In Xx 
za 2n 

Xx ((¿—a)(2—2))+c (en el co hay un manantial de potencia —2Q); 4) wW= 

[ pol SA Tr+4 ES 

“Arata rats 5 a Y [mea + E 
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x in (25 | + a+ z — +Ve+c G el wo hay un manantial de 


El 
potencia — 2 0): 6) la corriente es posible solamente para P'=0, imp=0; 
km 


P Q r —a : 
est aso w=“=—3-—Inz4c. 1294. 1) w= —1 = c 2 = 
en este c w ME + ) n EE ) w 


E 
+ ¿A 
e FC. si aro(rE, pr o ¿y Ww= 
= ato a=0(p* 4). 1285.  t) E [(2 — 47) 
S hal 
x (RIU Zo, sl $ Qy=0; 2 =D iní(2—ap) (RI 7,2) + 
k=1 ds 

m . 
e sl Fatz Y qj=o. 1206. 1) w= 

¿ui imi 

Pa as Pe ROA 
==" a ZE 273 a iS -—»): 
3) mom Votos ¿EVE Eve LT o 4) m=Ve-tr2+ ta Inzpc. 1297. wm. 
PL (ela) (az 40, 1298, w In(t-pas)pe. 1290 

2d pala —o 0 , + I+0. . Wa 


.- 
= 37 M(—1)+e. 1300. 1) a 2) 2 in (144) +e. 


n pon 
1901. = Y) [PAE mira) Di me 50] +7 
k=1 


LL pve-1224c. La corriente es posible, sí a=-) zu YN TX0, en 
:—a =1 


X 
n 

el « se tiene un torbellino de intensidad -2 Y Tr, ¿ 1302. wx= 
k=1 


- 2 [pe In (¿—ay+ 12 2e In(R3 —asz) ] +FVerlia— ña +c La 


Aa 
corrlente es posible, sl YY P4=0, a=0 y p=—2xR%Vel*, — 1303. Supongamos 
kl 
que £==f (z) transforma conformemente D en el círculo |f|< 1. En este caso, 
tw D [f (23), donde 


00=Y, A In (1 —ap) +0, 


k=1 


n 
la=f (ax), con la condición indispensable de que y Qr=0. 1304. Supon- 
kai 
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gamos que al (2) transforma conformemente D en el recinto |£] > | con la 
normalización f(w)=«, f'(0) > 0. En este caso y bajo la condición de que 


5 = _ Ve-la Vela 
Y Q4=0, se tiene w=0[f(2), donde IS CITÓ 


kml 


n 
—Ti+i EA 
ES [PE im 0 + 2 im (1 240] He day: 
hm ll 
á ná Conservando las denotaclones del problema 1304, se tiene w= 0 |/ (8)]. 
onde 


—fa la 
Oo e í+4C 


SI P=0, w(z) transtorma el exterior de C en el exterlor del segmento 
m3" Fis] del eje real del w:plano con la normalización w(c0)=eo, 


w'() =Ve-la, 1306. 1) w(2)=L (az —b Vai=4) cos a +1 (b2—a x 
xVi—0) senaj +const (Vo=Vels, c=Vai—03); 2) w()=4x 


x[(az —5V A —0)cosa + ¿(b2—aV 22 —a)sena] +7 In(2 4 Y 23 —c%) + const. 
1307. 1) w(2) =V (zcos a—iV 22 —cFsen a) + const (Vo =Vels); 2) w(zj= 
=V(zcosa—iV2iA—Asena)+ E In(z4 Y 230% const, donde Tm 
= — 2ncV sena (c es el punto de partida). 1308. Supongamos que el perfil de 
Zhukovski se obtiene mediante la translormación 2=3 (c+ de la circun- 


ferencla [E—to!l=|1—tol=R >1l, fo=1—ke-1 (0<s < 5) . En este caso, 


= y 
para la circulación T y Vo =Vel* se tiene w()=22 (o E ta 


==) In (2— Lo+ V 22— 1) +c, siendo T = —27RY sen(a + BP) 
2— 23— 
(Pose Clemina de ia condición w'(1)=0 de acuerdo con el postulado de 


Zhukovski—Chaplyguin). 1309. w(z)= V 2-+0 si la parábola es clr- 


cundada por el exterior, y A si la parábola es circundada por 
1 de x= _ína xr 
el interior. 1310. wo=77|6+ Via B¿ ya AP 


tiva 
x 035] + const, si la rama de la derecha de la hipérbola es circundada por el 


. n 
exterior (tea=2. B=a—a,c=Varól, y w(2)= vz AE 1 AAA 


n 
+ (2— vaa] +eonst, si la rama de la derecha de la hipérbola es circun- 
sm 


dada por el interior. 1311. w(z) se determina de la ecuación A 
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(los valores de la función de corrlente sobre las semirectas circundadas se toman 
iguales a +0). 1312, w=Arch2=Ln (2 + VW 24— 1) (los valores de la función 
de corriente sobre las semirrectas circundadas se toman iguales a 0 y a an). 
1313. )) Una corriente de lodo x; en los pun- 
tos £n (k es un número entero) se tienen manan- 


tiales de potencia Q; los puntos 5+tn son erl- 
ticos. La velocidad en el «o en la franja de 


períodos es Va =V (x F 10) =3 Zi í. Las lineas 
de corrlente y las lineas equipotenclales véanse 
en la fig. 120. 2) Lo mismo, sólo en los puntos 
kn en lugar de manantlales se tlenen torbellt- 


nos de Intensidad T' y además V (x + ¿00)=“F E 


Para construir el campo hay que íntercambfar 
las linees de corriente y las líneas equipotencta- 
FIG. 120 les de la fig. 120. 1314. Una corriente de período 

se; en los puntos kx se tlenen dobletes de mo- 
mento p; la velocidad V(x*+i0wm)=0. Las lineas de corriente véanse en 


la fig. 32). 1315. La solución es posible para y=v-2,; 


T+i —a)  —Y a 
= 42 qm sen 1424 14 1 sen HER (v-2) 2+0. 


pg] [gol gol ¿-0 $--f 
PE 
erg pu0 org p-F B<argp<$ 
FIG. 121 


1 = 
n(2— 248 
1316. 2 tg 60 Lg HD a+ 0. 1317. Supongamos que 


tu f (2) transforma conformemente S en una franja rectilínea S¿ y que Q,, L, 
se transforman en los puntos infinitos de S;¿. Para S¿ el problema se reduce a 
Jos problemas 1315 y 1316, siempre que existan y sean diferentes de cero las 


308 


dertvadas f”(Q,), f" (Qs), las velocidades Y,, Y, sean tangentes a la frontera de 
S en el vw y una de ellas sea arbitraria; la solución existe y es única. 
1318. 1) Es necesario y suficiente que los números M y C sean reales. En este 
caso, las curvas Reu=w 0 son las líneas equípotenctales, En la flg. 122 se da 
la transformación 1=f(u)=f (u) + Cu para diferentes valores reales de C. La 


ey =C<ez 


EpC <8, 


FIG. 122 


[ig. 122 corresponde al caso en que w >|o”|, De acuerdo con la soluctón del 
problema 1264, en este caso se tiene ey <0<e,<e, y > +- 2) f(u) = 
gi (42 
JU: ASA c. Pera a=0 M=2x la translormación f=f(u) == 
20 EZ +0. a =0 y = a n maci =: ) 
11 20 
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8; 25) 
=6()—2u= LE está representada en la fig. 123 (notemos que 
a <= <0). 2 IU ar reia Para que 
la función f (u) sea elíptica, debe tener la forma tu) =L 12 (ua —a)— E(u —Pi+c. 
Si lImu=3 Ilmo” son las lHneas de corriente, M debe ser real y, si son las 


líneas equipotenciales, debe cdas uramente Imaginario, a y B pueden tomar sólo 
los valores 0, 60, (2=1, 2, 3). Para a=0, P=0w%, M=2x se tiene 


0/ (4) 0, (u) 
A O 


(t. J, k es una permutación de 1, 2, 3). Los puntos um (mod o, «”) son crí- 
ticos, es decir, en ellos f'(u)=0. Las transformaciones principales se dan en la 


TITO 
YT 
PIAR 


FIG. 123 


fig. 124. Los rectángulos indicados en esta figura se translorman en el semni- 
plsno limitado por una recta horizontal (£=1), en el semiplano limitado por 
una recta vertical (2==2) y en un cuadrante de dos hojas pegado a lo largo de 
la semirecta horizontal A orrespondiente a la línea punteada del rect ngulo 
(k=3). Estas translormaciones se prolongan según el principio de simetría, 
1323. Los períodos de la corriente son 4K y 2iK”, hay dobletes 2mK + (2n4 1)¡K” 


de momentos 2x +)" y los puntos críticos son (2m4+-1)K+niK'" (m y n 


son números enteros). La translormación puede verse en la fig. 125. 1324. Los 
períodos de la corrlente son 4K y 2K+2iK”, los dobletes son los mismos que 


—1|y+ 
en el problema 1323, pero de momentos 29 HAZ los puntos críticos son 


2mK + Y o a ¡K” (fig. 126). 1325. Los períodos de la 
corriente son 2K y 4íK”, los dobletes son los mismos que en el problema 1323, 
pero de momentos 2 (—1)9+w , los puntos criticos son mK +2niK”. ee trans: 


formaciones principales se dan en la lig, 127. 1326, [f(u)= pH x 
Xx py cue. En particular, para 2 =0, 0, 0-0 y P=0", la 
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FIG. 124 


T +10 


> cambiando C y transformando ta o— 


ia consiante aditiva y el factor 


función, se obtiene respectivamente in 40 +Cu, In Ce Eu, in 0 4Cu. 
e 
. 1 EPR 

Si J(u+20)=J(u), se tiene J(u9)= 42 jp E +e. 1327. 1),2) y 


2ai a( = ) 
¿K” (0)) 
NS 


p 


FIG. 125 


-K 


3) Corrientes dobiemente periódicas con manantiales de potencia 2n y —2x7 en 
los ceros y en los polos de las funciones sn u, cnu, dnu tig. 128). 1328. Una 
corriente dobiemenle periódica con cuadripietes en ios ceros de fP (u) (fig. 129). 
1329. Corrientes periódicas de período 2w (¡ei período de ia veiocidad!) con 
manantiales de potencia 2x en dos ceros de 9¿(u) (fig. 130, '/ para 0, y 0, 
despiazados en i/2 hacia ia derecha; fig. 130, 2 para 01 y 0 desplazados hacia 


FIG. 126 


ia derecita en ¿/2). 1330. 1) Na=3> Inz+e; 2) Ma=* In t (2) 4-c, donde 


t (z) transforma ei recinto D en un anilio circular de manera que se conservan 
2—2 

ias direcciones de los recorridos de ios contornos frontera; 3) HNa=:3 In ato 
—e 

donde z,, zz son reclprocamente simétricos respecto a cada una de las circun- 

Jerencias (es decir, son ios puntos de intersección de ia circunferencia ortogonal 
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FIG. 127 


a las dos dadas y de fa recta que une los centros de las mismas) y ei punto z1 
se encuentra en el ínterfor de fa circunferencia con fa circufación 5; 4) f (2)= 


int (z)+c, donde ia función f (2) transtorma ei recinto D en un anillo con- 


ZE 
ni 


Y 


FfG. 129 


dei contorno con fa circulación T. 


servando la dirección del recorrido 


2 in 2), donde 
pros 


1331. 1-0 ( 


FIG. 130 
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La función f(z) transforma R en el exterior de dos segmentos paralelos síftuados 
a la distancía ES del otro (fig. 131). Los extremos de los segmentos 
se determinan de la condición O'(u)=0. 1332. f(z2)=0 [u (2)], donde 


. 131 


y ula=a+t+... es la función que transforma el recinto D en un rectán, 


gulo. — 1833. 1-0 (E In2), donde 


(35) 
O 
“(36 


io 
, B=7 lt-1—c-1)- 


pr) 
u 


A € —qw? 
ni 


El problema es posible, si c-¿ es un número real y la diferencla c-¿—c-, es 
un número imaginarlo puro. Si A 40, la función f (2) transforma R en el exte- 
rior del rayo horizontal y del segmento que es paralelo a este rayo y se encucn- 


tra a una distancia de Jeractal de él. Los externos del segmento y el punto 


inicial del rayo se determínan de la condición O'(u)=0 (fig. 132,1) (en la fig. 
132, 2 se representa el caso en que B=0). En cambio, si A=0, es decir, si 
se tiene solamente un doblete, R se transforma en un semiplano, limitado por 
una recta horizontal, que tiene un corte a lo largo del segmento horizontal que 


se encuentra a una distancia de lezal de la recta (fig. 132, 3). 1334. 1) La 


solución es posible, sl T,—T,=T' en este caso, se tiene f(2)=0 (5 In 2), 


donde 
u—a 
1 
O (4)=35 In (7) n u+c, a=- Ina 
(5) 
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/ 


0(53") 
[> preciso tener en cuenta que el Incremento de TEO! es igual a 2u, 


u+a 
20 ) 


cuando u varía.entre O y 2w, y es igual a 0, cuando u varía entre 20-+¿w” y 


A O) 


Po Ú 
PEA 
%) 
O) 
0) 
a 0 € 
2) 


E) 


FIG. 132 
tar). Los puntos críticos de la corríente se determinan de la ecuación 


1 9" (2) 
Pm=* (++ 
* [t—-2a] +2 [ 809-201] 


donde 1=P. y se encuentran en los lados det rectángulo de vértices (0, 0, 


+0", q) y de los rectángulos simétricos a éste. En el caso en que F,=0, la 
función EXA transforma R en un círcuto con un corte a lo largo de un arco de la 
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circunferencia (fig. 133; T > 0). En el caso en que T¿= -n=-L la función 
u(z) transforma R en un recinto de dos hojas que se obtiene al pegar las par- 
tes exteriores de los círculos [3] > 1 y 13|> 5 a lo largo de los cortes que van 
4d 
desde — oo hasta $=— E donde %py es el valor de y en el punto critico. 
La función s(3) transforma este recínto de dos hojas en el exterior de dos len- 
miscatas y F)=—¿E its (2) —so) (s (2) + so)] (fig. 134; T>0, at<p; las 
semifranjas del f-plano deben ser pegadas a lo largo del corte común). En ei 
caso general, p=0 en la base inferior del rectángulo del u-plano y p varía 


FIG. 133 


T T T ,T 1 
entre —-y y 3 Hl: y en la base superior Y=37 In +A mp y q varla 
entre 0 y Pz (> 0). 2) f (z)=0 [u (2)], donde 


9; CA 9; (552) Ñ 


0)= kel2 


a 8, (52) 
4 — o y lla. 
e (1.*) 


transforma el recinto D en un anillo circular. 1335. u=ax—fy, v=Bx-4 ay, 
E=-—ic un doblete (00; —¿c. 1338, u=27p, u=29 nm: E=7 ets; cargas 


z—a 


v= 2q In 75 


puntuales (a; 2q) y (00; —2g). 1337. u=2garg 


¿4-0 , cargas puntuales (b; 2g) y (a; —23). 1338. u= —2gargx 
(z— a) (2 —b) 


x(2—a), v=27Mm|2i—a? y; E=-L2 
A 


z— 
z—a” 


; cargas puntuales (a; — 29), (—a; 


a” 
—24) y(oo; 4q) (véase la figura 113). 1339, u=l2l sen (p—a), v=lel cos (p —a); 


2 
E=lEL e107-» un doblete (0; p) (fig. 135). 1340, u=(r1 E) cos Pp, 
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MY 


Ñ 


pd 
TV 


FIG, 134 


RMN R3 
o=(r + ra sen p; E=-—i¡ (1 F Fem): dobletes (0; +F ¡R3) y (o; — 1) 
, 


(véanse las figuras 110 y 1il).  134t, u=— py+2qq, v=px+2q In ; 

E=—p+Her, cargas puntuales (0; 29) y (0; —29); dobiete (vo; p) (com- 
n n 1 

párese con la fig. 118). 1342. u=— py+ Y, 20101» o=pxr4 Y, 2qa In 


k=1 kai 


A 
E=-— p+ Y, e EP, donde 2—az=rge 9; cargas puntuales (az; 294); do» 
k=3 
biete (00; p) (fig. 136). 1343. 1) La magnitud de la carga puntual se conserva; 
4.2 a 


FIG. 136 


ta tey de varlación del momento de un doblete es ia misma que en el problema 
1289; 2) el signo de la carga se altera; la ley de varlación del momento de un 
doblete es la misma que en el problema 1291 para la prolongación a través de 


la linea de corriente. 1344. v=298 (2, a). 1345. w=29i ln pe, 
—e 


1346, 1) y 2) w=291 In 22 4, 1347, w=2qí In + const, donde 
R (2—20) F(2) A 


y , Aa pH, 1348. w=2gi Into donde f(2)= 
2—V23—R3 AS 1 UN 
ES ER 1349. w=2qí nr: donde ¿=f(2) se determina de la 
1 
ecuación A) +5 (véanse el problema 1236 
a(7-7) 
24 


para n=4 y 1271). 1350. 2 In, +0, donde f(2)= 


y k se determina de la ecuación E=! (véase el problema 1268). 


1351. e=20 In +0 donde a y bu=2, 
4a 4a 


0'=21b, 2, =(ta—xo) +igo 23=(%0—x0) +1 (4b—yo)» 2a=*Xo+1(4b— yo). 


io, en _R? Rp E 
1362. == Epte(axo, mias PL s == 


=£-$% z+ec(a=0), c es un número real. Compárese con el problema -1294, 


EL <R porRo po 
2). 1958, 9 24 Pe (a o ar a E Pg 
+e(a=0ow). Véase el problema 1296, 2). 1354, w=p(zcosq + 


+isena Y 2 — RA) + const. 1355. w=2 ((az pb VZ—ZA cosa 


il Y 226%) sen a] + const, donde cd=a— b?, 1356. w= 
K 

E (cos abi sena en ul), donde u= 2 Y ez (véase el  pro- 
blema 1350). 1357, 1) Si pi=pel", se tiene 


H= er 4 [+] cosa+ [> 160] sena) +0; 


2) Hz) = pit (2)— En +e=p (Lo+5 cosa i [1 0-5 5) sena) +0, 


donde pi=pe??. Las funciones que Higuran entre los corchetes realizan transfor- 
maciones conformes normadas de D en el exterior de un segmento horizontal y, 
respectivamente, AO: 


= jp Pp _- 
1358, “-Y 20gi In Fan + if" (a, a) E 2 Pf (z, a)] +«c, donde 


Fiz, as) y [Mz, a) transforman conformemente D en el circulo unidad con la 
normalización f(ax, ax) =f (a, a)=0, f'(a, a) >0 y ces un número real, 


— In 1 . Si Imz=0, 


1360. v(z, a)= o 
— In =aT" si Imz<<0; 
px Mp 2 + 18. 1361. 1) En el interior del circulo se 
tiene 


Lal e A 
E —| In 3¡+ln si azo0, 
vÍ(z, e) =1n 2] mE ej 


a 
InR, si a=0. 


1 Véase el complemento de M. Schiffer aj libro: R. Courant, Dirichlet's 
Princlple, TS en pplties and Minimal Surfaces, Interscience Publ., New 
York, 1950, $ I, 
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En el exterior del circulo se tlene v(z, A 


. La intensidad 


R3—]|aj? 


1 Dio lnimma = fa 
— AR RI 2R]a|cos (8—a)+]aP (a=]a] e»). 


p (Rel, a)= 


En particular, para a=0 tiene un valor constante — 75 y crea un potencial 


de distribución que tiene el valor constante In R en el interior del circulo y es 
igual a In |z| en el exterior del circulo, 


In EA ajo, |al>=R, 


2) v(z, a)= ; 
SS T=TE ago, |zl «GR; 
dia SE si jz2|>R, 
loR)sijz]<R; 
A A A 
p (Rel, a) = WRR2R Tacos (00710 P (a=]ajel" y ao), 


Sia=0o, se induce el mismo potencial que en el caso anterior para a=0, 
V 2__p2 
1362. v(z, co) = In 12H V AR] 


] 
3 , pe(x A AER 
1363. v(z, coy= in EV RA Yael en el exterior de la elipse y v(z, co) = 


=—Iin2(a—f) en el interior de la elipse. La intensidad es p(z, 00) = 
== vea e se encuentra sobre la elipse, c2=a*—f2). 1364, p(t) = 
— 1 _0g(k, wo) 

—2n On ñ 


1367. p()= 


1365. =p: 1386. p(1)= 


| 2 gl 2 y 
—S=== (e? = m R. «55. 1370. ACE 
vie=a ad—b?2), 1368. R. 1369 3R 7 2 ] 
1371. a. 1374. Si w(z; A) es la medida armónica del intervalo A dei eje real 


] 
yr RA 


en el punto z respecto al semiplano superlor, es decir, w (2; ALS 
Á 


x ida (véanse los problemas 1065 y 1373), se tiene (omitiendo la cons: 

tante real aditiva): 1) w=*%in(2—a), v=Quw (2: A), A=(—0, a), 2) w= 
—b I z—4 

=> v=u(z A), A=(a,b); 3)3w=- (9. In (2-41) + A 


+... Pa ln —“a_ 


k=1 
4) w y y se obtienen de las expresiones, indicadas en la Epa ai punto 3), 
potencial se puede 


representar también en la lorma y Pato (2; Ag), Ay=(4p, 09). 1375. 1) w(z2)= 
k=0 


ie ts =2; = 
SA In z-f- const, v()=5 mn Inr + const, donde AT 5 2) w(2)= 
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= L in1(2) -E const, vd= m5 4 122) |+const, donde y es el módulo del re- 
cinto D (véase la pág. 37) , e transforma conformemente D en un aniiio 
circular. 1377. w(z) se determina mediante la fórmuta indicada en el texto del 
problema 1376, deal 


l) t(2)= Vi EL ER un + VE +)! 


IVA" 
= 3 
Dr (E 


Rie 


a Rio bn <a); 


donde x, y xy se determinan de la ecuación x3 4 


4) a=2 (+ V 22—e?, att, e=Vaiidi; 


K+u K 
5) (=e E, z=5sn(u, A), p =e K ([Reu[<K, |Imu[<K? (véase el pro- 
blema 1267, 1): 
SS 2KA dnucnu mm E, 
6 tze XK, 2= [za Ml p=e  K', donde k se determina 
de las ecuaciones KZ mz, dn2 Bo (véase el probiema 1267, 15)). 
—_Jn)2) mz), 
1379, |) 0, (2)=1 TE dada ya 
I 

min Sobre |z|=1, 

25 In I 
p1 (6)= —pa(b)= a $ Pu=Pa= — Ps = Pm ¡p+ 

Tina sobre Izl=4; 

Inj£ 
2) (2 =1—0, (2), ato = 202, 
, 

178 lima seve Ta | 
pr()= — pa (6) = . Pa =P = —P1= —P3 =p > 

5 (| 1 sobre Ty; di 

20) np pe 

donde f (z) transforma conformemente D en el anliio | <|f£] e u, de modo que 
el contocno de se transforma en la circunferencia [f(=1. 1381, v(z) = 


= Im f (2) — y Ap (2), donde f (2) transforma conformemente D en el plano 
k=1 
con cortes horizontales, con la particularidad de que 


i 
Na= (st saxo, 
plz... si a=o 


n 
t (og(t. 2 
1882. v (2) =29g (2, + Doro 7, a ()=—3 EE as, 
ha Tse 
1383. SI f(a)=00, el campo está formado por el dobiete (a; p), donde p se 
determina del desarrollo de f (2) en una vecindad dei punto a: 


1 EU slazxo, 
pia... Si do. 
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1384. 1) Si f(a)=0 y f(0)= «o, el campo está formado sl cargas puntuales 
(a; 24), (b; —24) y el flujo del vector intensidad a través de cada contorno 
frontera es igual a cero; 2) si f(a)=0, el campo está formado por una carga 
puntual (a; 2q) y el flujo del vector intensidad a través del contorno frontera, 
Correspondiente a la circunferencia, en dirección de la normal exterior para el 
recinto D es igual a 4ng y a través de cada uno de los contornos restantes es 
igual a cero; 3) el campo es regular en todo punto. El flujo del vector intensidad 
a través de los contornos frontera, que se transforman en circunferencias, en la 
dirección de la normai exterior para D es igual a 4- 4ng (el signo «-+» corres- 
ponde al contorno que se transforma en ia circunferencia exterior) y a través 
de cada uno de los restantes contornos es igual a cero. 1385. Véanse los proble- 
a—i 
mas 1332 y 1334. 1386. 1) v(z= Y] ogos(2)+c, donde «az se determinan 
=l 
unfvocamente del sistema 
a—i 


Y Pinta =20: (i=1, 2, ...,. n—1) 
k=1 


(véase el problema 1077) y c es un número res! arbitrario. El problema equivale 
a la construcción en D dé una corriente que circunda los contornos frontera 4 


<on las circulaciones 417, (k=1, 2, ..., n), sio € D, y con las circulaciones 

Arqs(k=1, 2, ..., n—1) y —41p si 0 E D(F, es el contorno exterior). 

2) v(2) =v0 (2) —298 (z, a), donde vo (2) se determina, igual que en el punto 1), 

a través de las cargas distribuidas 29% -+2qk, donde a=-Z 98 (6. 0) q, 
Tk 


1387. v (2) =2, In es si =0 y v(2) =2 (9, —A9) In ee. a+<e 
donde ú 
Inz-+ Ina 
a (E — ) 
o (2 Sn ,) 


para r=22, slendop<a<t!, si q 40 (en las denotaciones del problema 1334 


A=—, (e aj=]2| In 


ia función de Green es g(2z, )=Imo (< inz) para PT=2n y Iy=-—2n; to 
último se obtlene de la condición p=0 en la frontera del anlllo). 1388, El 
manantlal (a; q) se transforma en el manantial (a*: —q). donde a* es el punto 
simétrico de a. Además, 


E E 
TITS 


donde f(z, a) transforma conformemente el recinto D en el circulo unidad 
(aquí y en lo sucesivo el coeficiente de conducción térmica A se toma Igual a 1). 


1389. u= ln | [+0 1390 u=2 In La +e. 1391, u= 
nz nh i 
La [E qe 1900. Lt Ml AR 4 
e AENA : PEO FE : 
La 2a VE 
K . ss. K”_ 2b 
=sn [E (2 + 1D), a] , donde k se determina de la relación E=7' 1393. 1) La 
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función de Green g(z, a) del recinto D puede considerarse como la tempera- 
tura creada en D por el manantial térmico (a; 21), cuando la temperatura en la 
n 


frontera es igual a cero; 2) ulo=L at a+ Y, ufOg (2), donde ou, (2) es la 


. . k=1 
medida Ps de Ta. 


1394. u= 786 a La! 12L + u1, donde g (2, a) es la función de 
fa 
In A 
Green (véase la respuesta al problema 1387). 


Capítulo XI 
1397. 1) y 2) pea B=H 1(0,—0)-+1 (a, +69), 
C =c1 + leg; A= zar 453) +1 (0, —a3)), 
B, a ((b,— a) — i (a, +0,)), 
C;, == Litesb—c1b) +! i (ca, —czay). 


4) La dr nl ld (2) se reduce a la proyección de los z-puntos sobre la 
-—a 


recta w=ue * (—o <Hp<o), a un giro alrededor del orlgen en ángulo $ 
Y 


FIG. 


y a una transformación de semejanza de Jan JA1. En este caso, todo 
a+ 
| —— 
el z-plano se transforma en la recta w=de * (—o<Ai<o). 1407. Se 
puede construlr ta transformación casiconforme necesaria de característica 


+|al 
rra 
x _I4+sena 
1408. osa? uU=y—xtga, Va 1409. Solución. Medlante 


la función [== In E 


=5 2 (los valores z=4 y z=b corresponden a los puntos A 
y B) transtormamos conformemente el blángulo dado en una franja de anchura 


n+ fo. Comprimimos esta franja hasta obtener una franja de anchura x (una 
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transformación casiconforme de característica p=i4+L) y, empleando la tun- 


ción inversa z (f), transtormamos esta última franja en una franja de anchura x. 
Por otra parte, el arco AM (fig. 137) de longltud s ocupará la posición del 
segmento AM” de fongiítud x; eí punto Af se despíaza por una circunferencia 
de Apolonio respecto a los puntos 'A y B (se indica mediante una linea pun- 
teada) y además 


1Bo 
de “os Bo 
== =>cosi RP 
cost E. 2 


(¡demuestre esto!), En el semipiano obtenido dilatamos la semifranja ve vertical 
que se apoya en el segmento AB hasta obtener la longltud del arco AB y de 


manera que se conserven las longitudes a lo largo dei arco AB. La transforma» 
ción casiconforme resuitante es de caracteristica 


0 (14 E0) secs E. 


sn AL a+ i(c+b)l B=F la d+ ie bl, Fig. 
1 
91(2) 


=0+02 (2) ev. La transformación w=au-+ 50 es no degener ada, si (q2(z) ESA 
1413. b=%a, donde A se ran de la ecuación 91422 (1+19212— 


1412. b=q4(2)a ó b= a. En particular, se puede tomar w= 


191 1%):+92=0 o bien (A--92) —% =/Q,|?. La transformación es no 
de Sp silgii-+lga1< 1! 6 llg11—19a1l > i. 

El 1414. Los do Alas NE la ación del problema Demian una 
dear mación casiconforme de dos pares de caracteristicas (p, % (Pi, 0), que 
dependen de q1 (2) y qa (2). La transformación ¿ (2) es una transformación Ed 
conforme de un par de caracteristicas p. 0; 91 = mp Í en, al ea, 
(véanse los probiemas 1401 y 1403). 

1 1 
1422. F(2)=— 22 In ln +22 ln ln 7; 
2 el= cos p i, 
a =-2 in 2 In ln R' 
OF ! el? sen p , MS 
7 =— 2i In in 2 ae in in E 
9F i 1 
52 Min ln L+2 in in + 


LA EDITORIAL MIR PUBLICA 
V. Mijailov 


ECUACIONES DIFERENCIALES EN DERIVADAS 
PARCIALES 


Este libro representa en sí un curso universitario de ecuaciones 
diferenciales en derivadas parciales. Recurriendo a los problemas de 
contorno para las ecuaciones elípticas de segundo orden y al proble- 
ma de Cauchi, así como a los principales problemas mixtos para las 
ecuaciones hiperbólicas y parabólicas de segundo orden, el autor ex- 
pone en su libro los métodos modernos de exploración de los proble- 
mas correspondientes. Estos métodos, basados sobre el concepto de 
soluciones generalizadas, permiten tratar las ecuaciones con coefici- 
entes variables de la misma manera que se emplea para el estudio de 
las ecuaciones más simples, esto es, la ecuación de Poisson, la de 
onda y la ecuación de conducción de calor. A la par con las cuestio- 
nes de existencia y unicidad y la exploración de las propiedades cua- 
litativas de jos probiemas de contorno, en el libro se presta gran aten 
ción a los métodos aproximados de resolución de éstos. 

La exposición se acompara de un gran número de problemas de- 
stinados, principalmente, para profundizar y ampliar el contenido del 
libro. Con el mismo objetivo se dan las listas de la literatura adici- 
onal, 


